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PREFACIO 


aber adquirido enorme importancia on la actualidad, los problemas 
e ión pasaron a ser un factor que predeterminó la necesidad imprescin- 
dible de recurrir a elomentos de los problemas extremales en Ja instrucción 
matemática, do ingeniería y económica. 

La finalidad del presente libro consisto en contribuir a quo la citada teoría 
ocupe su digno lugar en la instrucción matemática actual. 

La primera parto engloba las principales ramas de la teoría que entran 
comúnmente en los programas do los cursos de análisis matemático y de dilo: 
rentes cursos de optimización: la regla do factores de Lagrange para problemas con 
igualdades y desigualdades ($ 2), la programación lineal ($ 3), el cálculo do 
variaciones clásico ($$ 4, 5) y el control óptimo ($0). Esa parte, especialmente 
sus primeros cuatro párrafos. está destinada al más amplio auditorio Quisiéra- 
mos que el presente material se usara para estructurar tanto los cursos do optimi- 
zación como los fragmentos indopondientes que se incluyan en los estudios de 
matemática gencrales de los centros enseñanza superior técnicos y осопб- 
micos. La asimilación del material de la primera parte da la posibilidad de 
resolver tales problemas. 

Cabe segalor, que el material de la primera parto agota prácticamente el 
programa dol curso de «Cáleulo de variaciones y métodos de optimización: 
de Ja especialidad 2013 de «Matemáticas» para las universidades estatales. 

La segunda parte ($$ 7—11) del manual está destinada, anto todo, a los 
estudiantes y el personal docente encargado de los cursos de optimización en 
las universidades y otros centros de enseñanza superior. Ели parte puode aplicarse 
estructurando tanto los cursos básicos como los ostudios especiales relacionados 
con la roferida optimización, Uno de los objetivos de la instrucción universitaria 
consisto en descubrir las causas profundas de una u otra teoría y el lugar que 
esta última ocupa on la estructura de toda la ciencia matemática. En la segunda 
parte so intenta de hacer todo eso en relación con la teoría de problemas extre- 
males, sometiendo aquí а un nuevo enfoque el material de la primera parte безде 
el único punto de vista que reúne el anál plano y convexo infinitésimo. Para 
llevar a cabo ejercicios prácticos y trabajos de laboratorio referentes a los móto- 
gos de optimización, se ofrece la solución de importantes problemas extremo. 
los ($ 12), además hay 260 problemas con sus resultados y con las soluciones de 
algunos de ellos. 

En el manual se refleja la experiencia do impartir cursos de optimización 
en la facultad mecónico-matemática de la Universidad Estatal de Moscú, El 
autor de la primera parte. así como del los problomas es E. М. Galéev 
Lo demás pertenece a la pluma de V М. Tijomíroy 


INTRODUCCION 


1. Ensayo histórico. Los problemas de búsqueda de magnitudes 
máximas y mínimas fueron objeto de meticulosa consideración en el 
transcurso de toda la evolución de las matemáticas. Pero es especial 
la importancia que ellos han adquirido en nuestros días cuando se 
releva, como nunca antes, la necesidad en la más efectiva utilización 
de las riquezas naturales, los recursos humanos y los medios mate- 
riales y técnicos. Todo eso requiere dedicar más atención a los proble- 
mas de control. Y cada vez que es posible la participación activa 
del hombre, surge ol deseo de buscar el mejor control o, según suele 
decirse, el control óptimo. En tales casos se recurre inevitablemente 
a las matemáticas 

El más antiguo de los problemas de máximo y mínimo so conside- 
ra el llamado problema isoperimétrico clásico: hallar, entre las 
curvas planas cerradas de una longitud dada, la curva que abarca 
la mayor superficie. Los filósofos griegos trataron de resolver este 
problema aún en el siglo V a.n.e. бв él escribía el gran filósofo 
griego Aristóteles. Los geómetras griegos plantearon y resolvieron 
varios problemas extremales más, los cuales fueron reflejados en los 
«Elementos» de Euclides y en las obras de Arquímedes y Apolonio. 

En la época de Renacimiento, tan pronto se renovaron las activi- 
dades científicas, muchos matemáticos se dedicaron de nuevo a los 
problemas de máximo y mínimo. 

En el siglo XVIL precisamente los problemas de ciencias natura- 
les predeterminaron la necesidad de proseguir investigando los 
problemas oxtremales. Todo esto comenzó por los intentos de expli- 
car la ley de refracción de la luz. Aún los antiguos trataron de dedu- 
cirla. En particular, Ptolomeo (siglo 11 a.n.e.) intentó hallarla expe- 
rimentalmente, pero su empresa fracasó. La ley de refracción de la 
luz fue establecida por el científico holandés Snellius en el siglo ХҮП 
y entonces surgió el problema de los principios físicos en los que 
ella se basa. Para explicar dicha ley, el gran matemático francés 
Pierre Fermat propuso (en el año 1600 aproximadamente) el princi- 
pio extremal que recibió luego su nombre. El principio de Fermat 
dice: el trayecto que sigue un rayo luminoso en un medio heterogéneo 
es el más corto posible y corresponde a un tiempo mínimo. 

Partiendo de ese momento, la idea de los llamados «principios 
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variacionales» (es decir, la convicción de que las leyes de la naturale- 
za se deducen de correlaciones extremales) pasa a ser una de las 
ideas centrales en todas las ciencias naturales. 

Hasta la segunda mitad del siglo XVII no hubo algún pro- 
cedimiento general que permitiera solucionar los problemas extrem: 
les. La necesidad de formularlos estimuló notablemente la creación 
del análisis matemático. 

El primer procedimiento de carácter general que se proponía 
para el estudio de los problemas de máximo y mínimo fue descrito 
рог P, Fermat (en el año 1630). En el lenguaje actual su definición 
es la siguiente: en el punto extremal (de cierta función de una varia- 
ble), la derivada es igual a cero y, por lo tanto, los extremos deben 
buscarse entre las raíces de las derivadas. Este resultado entra ahora 
en el curso escolar de matemáticas bajo el nombre de teorema de 
Fermat. Pero en realidad Fermat describió ese procedimiento tan 
sólo para los polinomios. En su forma general el mismo ha sido 
obtenido primeramente por Newton (en los años sesenta del si~ 
glo XVII), después fue descubierto de nuevo por Leibniz y publicado 
por él en el famoso artículo a partir del cual comienza la historia 
del análisis matemático. Es digno de atención el título de dicho artí- 
culo: «Nova methodus promáximis el minimis». En el siglo XVII 
Euler y Lagrange crearon los procedimientos de solución de proble- 
mas extremales con funciones de diversas variables sin acotaciones 
y con acotaciones del tipo de ecuaciones. 

El principial procedimiento, denominado método de factores de 
Lagrango, ahora forma parte del programa de cualquier centro técnico 
o matemático de enseñanza superior. Ya en nuestros días tales 
estudios fueron completados por problemas donde las acotaciones se 
dan en forma de igualdades y desigualdades. Todo ese cielo de pro- 
blemas es conocido con el nombre de programación matemática, 

En la revista «Acta Eruditorum» del mos de junio de 1696 (primera 
y única revista científica de aquel entonces) apareció el artículo de 
Johann Bornoulli, conocido matemático, discípulo y continuador de 
Leibniz. bajo el siguiente título: «Un nuevo problema a cuya 
solución so invitan los matemáticos». Allí se planteaba el problema 
de la curva del descenso más rápido, osea, el problema de la braquistó- 
crona, a partir del cual comienza la historia del cálculo de varia- 
ciones clásico. 

Los métodos generales de solución de problemas de cáleulo de 
variaciones fueron elaborados en el siglo XVIII por Euler y Lagrange. 
Precisamente on esos trabajos fue establecida una estrecha relación 
entre el cálculo do variaciones y las ciencias naturales. La elabora- 
ción de la teoría de cálculo de variaciones prosiguió posteriormente 
en el transcurso de más de dos siglos. Además de las condiciones 
necesarias de primer orden (ecuaciones de Euler — Lagrange), fueron 
halladas las condiciones imprescindibles y suficientes de segundo 
orden para dos tipos de extremo: fuerte y débil (Legendre, Jacobi 
y Weierstrass), así como un nuevo método de abordar los problemas 
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de variaciones (teoría de Hamiltón — Jacobi) que permitió cons- 
truir_ la teoría del campo (Kneser e Hilbert). 

Hacia mediados de los años treinta de nuestro siglo muchos 
consideraban que el asunto de la teoría de los problemas extremales 
estaba prácticamente agotado. Pero no fue así. En 1939 vinieron 
a consultarse con L. V. Kantoróvich, profesor y jefe de la sección 
del Instituto de Matemáticas y Mecánica adjunto a la Universidad 
de Leningrado, los representantes de un trust, pidiéndole que les 
ayudara a resolver varios problemas relacionados con la producción 
de madera contrachapada. Después de la formalización matemática 
se puso de manifiesto el hecho de que la solución de dichos problemas 
se reduce a la búsqueda del extremo de las funciones lineales en los 
poliedros. Pero fue imposible examinar todos los vértices de estos 
últimos a causa de su enorme cantidad. Pero L. V. Kantoróvich 
halló otros métodos de solución y estudio de tales problemas y asi- 
mismo estableció los fundamentos de una nueva rama en la teoría 
de programación lineal. 

Los métodos de programación lineal encontraron amplia aplica- 
ción práctica, priucipalmente en la economía, Por su elaboración 
е introducción en la economía L. V. Kantoróvich fuo galardonado 
en 1965 con ol Premio Lenin, y en 1975 (junto con el economista 
norteamericano Т. Ch. Kupmans), con el Premio Nobel. 

En los años cuarenta la teoría de problemas extremales comenzó 
a oxperimentar como un segundo nacimiento. Por una parte, entonces 
encontró su conclusión la teoría de programación lineal. Al referirse 
a este período, muchos científicos occidentales destacan el papel 
eminente que desempeño John von Neumann. La programación lineal 
estimuló el desarrollo de otras ramas de la teoma de optimización 
y antes que nada el análisis convexo y la programación matomá- 
tica, 

El análisis convexo es una parte especial de las matemáticas, 
donde se estudian los objetos convexos: conjuntos, funciones y proble- 
mas extremales. Sus principios fueron fundamentados por T. Minkow- 
ski en el empalme del siglo pasado y el siglo presente, pero el 
período de mayor desarrollo del análisis convexo corresponde a los 
años cincuenta y sesenta. 

A finales de los años cuarenta y a principios de los años cincuenta 
se puso de manifiesto el hecho de que muchos problemas de control 
óptimo que surgían en la técnica se mantenían fuera de los marcos 
de las teorías elaboradas para aquel entonces. En aquellos años, en 
el Instituto de Matemáticas V. A. Steklov de la Academia de Cien- 
cias de la URSS fue organizado, bajo la dirección de L. 5. Pontria- 
guin, un seminario dedicado al análisis de tales problemas. En ese semi- 
nario intervenía, en particular, con informes acerca de ciertos pro- 
blemas de la regulación automática, el destacado especialista en esa 
matería А. A. Foldbaum, El hablaba, entre otras cosas, acerca del 
problema de la parada más rápida posible de los ascensores en los 
pozos maestros de las minas. Este era un problema que posterior- 
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mente entró en numerosas publicaciones dedicadas al control óptimo 
bajo el nombre de problema elemental de la acción rápida, 

L. S. Pontriaguin y sus discípulos lograron formalizar toda una 
serie de cuestiones relacionadas con la mayoría de los problemas 
técnicos actuales, y luego fue construida la teoría de esa clase de 
problemas, la cual recibió el nombre de teoría de control óptimo 
y cuyo principal resultado es el llamado principio del máximo de 
Pontriaguin, Por la elaboración de dicha teoría L. S. Pontriaguin 
y sus colaboradores V. С. Boltianski, R. V. Gamhrelidze y E. F. Mi- 
Shenko fueron galardonados con el Premio Lenin en el año 1962, 

Es interesante notar que el primer problema realmente relaciona: 
do con el control óptimo fue planteado por Newton en sus «Philoso- 
phiae naturalis principta mathemiatica» (año 1687) incluso antes de que 
apareciera la braquistócrona. 

Al referirnos a las principales etapas de desarrollo de la teoría 
de problemas de máximo y mínimo hemos citado los problemas 
concretos más importantes que surgen tanto en las propias matemáti= 
cas como en las ciencias naturalos, la economía y la técnica, y los 
cuales estimularon el desarrollo de la referida teoría *. El lector 
podrá enterarse más detalladamente de todo eso en las páginas de 
este manual. 

La primera parte del libro contempla en realidad la metodología 
única del análisis de problemas extremales que asciende a Lagrange. 
Es una metodología muy simple, pero su estricta argumentación no 
siempre es elemental. Aprender a resolver problemas es mucho más 
fácil que dominar los métodos do demostración. Por eso el libro 
contiene el $ 12 y el apartado de problemas que permiten dominar 
mejor dicha metodología. Además, en la primera parte del manual 
se ofrecen numerosos ejemplos y problemas ilustrativos que so anali- 
zan con detalles. Particularmente, en estos apartados del libro se 
brinda el examen minucioso de todos los problemas concretos (iso- 
perimótricos clásicos, de braquistócrona, de Newton, de acción rápida, 
otc.), mencionados más arriba. 

Anteriormente hemos dicho que la necesidad de resolver proble- 
mas extremales fue una de las causas que estimularon el origen y el 
desarrollo del análisis clásico, es decir, el cálculo diferencial е inte- 
gral de funciones de un número finito de variables, Pero ya el proble- 
ma de la braquistócrona no pertenece al análisis de dimensión finita. 
Aquí deben compararse una con otra las curvas (bastante planas) 
que pasan por puntos dados, o sea. un objeto de dimensión infinita. 

Los primeros trabajos dedicados al cálculo de variaciones se 
refieren indudablemente al análisis de dimensión infinita, pero esa 
tendencia en las matemáticas surgió de por sí tan sólo a finales del 
siglo pasado y a principios de nuestro siglo. 

El análisis de dimensión infinita comprende, en particular, el 
cálculo diforencial en espacios de dimensiones infinitas, y el mismo 


* Al final del libro se da una breve tabla cronológica. 


no es, en principio, más complejo que nuestro cáleulo diferencial 
ordinario de dimensión finita. Además, la ecuación de Euler оп el 
cálculo de variaciones no es nada más que el desciframiento del teo- 
rema de Fermat acerca de que la derivada es igual a cero. Y, en genc- 
ral, para comprender bien la unicidad de todas las partes de la teoría 
de problemas extremales y, en particular, de las partes que fueron 
descritas más arriba (programación matemática, cálenlo de varia- 
ciones, programación lineal y control óptimo), lo mejor de todo es 
subir al nivel del análisis de dimensión infinita, el cual se alcanza 
hace tiempo por instrucción universitaria y en la enseñanza técnico- 
matemática con programas intensos de esta última asignatura. 

La segunda parte del libro tiene el propósito de inculcarle al 
lector la idea de que la teoría de optimización es una especie de factor 
único. Esa unicidad se consigue agrupando el análisis plano de 
dimensión infinita y el análisis convexo. (A propósito, estimamos que 
llegó la hora en que los conceptos y hechos fundamentales del análisis 
convexo y de dimensión infinita han de ocupar su lugar en la enseñan- 
za matemática general de cualquier nivel. Para contribuir a ello hemos 
prestado gran atención a dichas cuestiones tanto en la primera 
como en la segunda parte del libro). 

En el $ 7 se ofrecen datos acerca del análisis funcional, necesarios 
para construir el fragmento teórico contenido en los demás párrafos. 
Ese fragmento es bastante amplio y, al realizar un curso concreto, 
será necesario elegir alguna de sus partes. Para que el lector pueda 
alcanzar el objetivo necesario utilizando el camino más corto, al 
comienzo de la segunda parte se expone el árbol de relaciones entre 
los principales teoremas de los problemas extremales, juntamonte 
con los hechos básicos del análisis y la geometría ($ 7). 

Consideramos que el perfeccionamiento de la enseñanza y su moder- 
nización, en particular, la modernización de un curso independiente, 
ha de atravesar cierta etapa intermedia cuando se halla presente 
el material tradicional aprobado por muchas décadas de enseñanza 
y cuando existe la posible aparición de nuevos puntos de vista en 
cuanto a todo el tema en general. Quisiéramos que el presente manual 
contribuyera al perfeccionamiento de esta importante rama de la 
enseñanza matemática. 


2. Conceptos fundamentales relacionados con los problemas extremales, 
La palabra máximo o máximum en latín significa «lo mas grande», 
y la palabra mínimo o minimum, «lo más pequeño». Estos dos con- 
ceptos — máximo y mínimo — en conjunto constituyen un término 
único denominado eztremo (de la palabra latina eztremum). A veces 
se utiliza la palabra óptimo (del latín optimus, que significa «lo mejor 
о lo más perfecto»). La teoría de problemas destinados a la búsqueda 
de magnitudes máximas y mínimas se denomina teoría de problemas 
extremales o teoría de optimización, aunque a veces también so llama 
teoría de control óptimo. Siempre que se use el último término suele 
suponerse que los problemas tienen aplicación práctica. 
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Los problemas extremales que surgen en las ciencias naturales 
o on la práctica se plantean, por lo común, oralmente, utilizando los 
términos sustanciales de la esfera económica donde surgió un proble- 
ma dado. Para poder utilizar dicha teoría es necesario traducir los 
problemas al lenguaje matemático. Tal traducción se denomina 
formalización. Un mismo problema puede ser formalizado usando 
distintos métodos, y la simplicidad de. su solución a menudo depende 
considerablemente del grado de acierto con que el mismo ha sido 
formalizado. 

Todo problema formalizado comprende los siguientes elementos: 
la funcional f : Х—> R (X es el campo de definición de la funcional f) 
y la acotación, es decir, el subconjunto Сс X. 

Aclaremos algunas denotaciones y términos aquí citados: Ћ ез 
una recta real ensanchada (sustancial), o sea, el conjunto de todos 
los números reales completados por los valores de +00 y —оо; la 
notación Р: X— Y significa que la aplicación F tiene el сатро de 
definición X, mientras que Р (z) рага cada elemento г de X se halla 
en el conjunto Y. Por consiguiente, la formalización de un problema 
extremal se reduce a la descripción exacta de sus elementos f, X yC. 

Para un problema formalizado se utiliza la siguiente notación: 

1 (2) inf (sup); 2С. (Pr) 
Los puntos z € C se llaman admisibles. Cuando C = X se dice que 
tenemos un problema no acotado. 

El problema de máximo siempre se puede reducir a un problema 
de mínimo, sustituyendo el problema (ў (2) sup; хЄС рог ol 
problema } (z) > inf; z € C, donde 7 (т) = —/ (2). Y al contrario, 
el problema de puede ser análogamente reducido а un pro- 
blema de máx ага asegura rteza de los cálculos cuando 
difieren las definiciones de las condiciones de extremo necesarias 
en los problemas de máximo y mínimo. las mismas se escriben tan 
sólo para los problemas de mínimo. Pero si es necesario examinar 
ambos problemas, entonces escribimos f (х) + extr; 1 € C. 

El punto admisible z del problema (Рг) se Пата minimo (máztmo) 
absoluto (global) cuando f (т) > f (т) para cualquier z € C (respecti- 
vamente, f (2)< / (1) para cualquier z Є С). En este caso escribimos 
2 € absmín Pr (sbsmáx Pr). El mínimo (máximo) absoluto se deno- 
mina solución del problema. La magnitud f (2), donde 2 es la solución 
de este último, se llama valor numérico del problema (a veces, para 
abreviar decimos simplemente valor del llana, Esa magnitud se 
designa por Spr о Smin (Smáx)- 

Además de los extremos globales, también examinaremos los 
extremos locales dándoles una definición estricta. Sea X un espacio 
normalizado en el problema (Pr). Se dice que el punto 2 proporciona 


a Pr un mínimo (máximo) local, y se escribe 7 Є locmín Pr (loc- 
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máx Pr) si 2С С y si existe ё 2 0 tal que para cualquier punto 
admisible z, cuando |= — хт || <8, se cumple la desigualdad 
1 (2)>/ (2) U (1)< ] (2). Con otras palabras, si z € locmín Pr (loc- 


máx Pr), existirá un entorno U del punto z tal que т € absmín Pr” 
(absmáx Рт) en el problema 


f (=)> inf (sup); EC UD. (Р) 
Reformemos el concepto de extremo local en el caso más importan- 

te de dimensión finita. Sea X = А" en (Pr). Dícese que 2 = (д... 
+: +y En) Є locmín Pr (locmáx Pr) зі Z EC y si existo 5 >0 tal que 
para cualquier т = (а, а аа) ЄС, cuando |z — 1|<b=> 


=(ў ў ова)" <6, se cumple Ја desigualdad / (х) > 
>10 USE): 


La teoría de problemas extromales nos brinda las reglas que 
permiten resolver estos problemas. En su mayoría dichas reglas 
forman cierto subconjunto de puntos entre los cuales debe existir la 
solución del problema. El referido conjunto de puntos, denominado 
crítico, probablemente es algo más amplio que el conjunto de extre- 
mos absolutos e incluso locales. Una vez determinados todos los 
puntos críticos, es necesario formar de ellos la solución. 


3. Principio de Lagrange para el análisis de los problemas acotados. 
El principio de Lagrange presupone la reducción de problemas acota- 
dos a estructuras más simples (a problemas no acotados, en la 
mayoría de los casos). 

Al recurrir a problemas de dimensión finita con acotaciones de 
tipo de igualdades, mostremos en qué consiste el principio de Lagran- 


Analicemos el problema (X = R") 

lo (2) — extr; fa (2) =0, ..-, fm (2) =0, (г) 
donde z = (23, . . ., Za). Aquí la acotación está representada por 
el sistema de igualdades C = {zE В" | fi (2) =0,i=1,.. u т). 
La funcional fẹ y las funciones /, que forman las ecuaciones de rela- 
ción /, (2) = 0 suponemos que son continuamente diferenciables (es 
decir, tales que todas sus derivadas parciales de primer orden son 
continuas). 

Veamos cómo Lagrange personalmente recomendaba resolver ese 
problema, El escribía: «El principio general puede ser enunciado del 
siguiente modo. Si se busca un máximo o mínimo de cierta función 
de muchas variables, a condición de que entre estas últimas 
una relación dada por una o varias funciones, es necesario añadir 
a la función cuyo extremo se busca, las funciones que forman las 
ecuaciones de relación, multiplicadas por factores indefinidos, y bus- 
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car luego el máximo о mínimo de la suma construida, como si las 
variables fueran independientes. Las ecuaciones obtenidas, unidas 
a las ecuaciones de relación, servirán para definir todas las incógnitas». 
Utilicemos la regla lagrangiana precisándola un poco. Lo primero 
que tenemos que hacer, según Lagrange: «agregar a la función cuyo 
extremo se busca, las funciones que forman las ecuaciones de rela- 
ción, multiplicadas por factores indefinidos». Escribamos la función 


L£=2£(2,1)=2, М (2) Ao: Ms +++ Am) 


llamada función de Lagrange. Los números А, se llaman factores de 
Lagrange. La primera precisión consiste en que la función cuyo 
extremo se busca, tambien ha sido multiplicada complementa- 
riamente por un factor indefinido. Si no se hace tal precisión, la 
receta de Lagrange puede resultar errónea (véase a continuación el 
ejemplo 1). Además será necesario tomar А, >> 0 en el problema de 
mínimo y A< 0 en el de máximo. 

Lo segundo que se necesita hacer siguiendo a Lagrange: «buscar 
el máximo o mínimo de la suma construida tomando por indepen- 
dientes las variables». Eso quiere decir que, según la idea de Lagran- 
ge, se ha de analizar el problema 


Liz, A) > extr (рог т) (Prexir) 


(fijando mentalmente A). 

El problema (Prexww), perteneciendo а la clase de elementales, 
es más sencillo que el inicial porque carece de acotaciones. No va- 
mos a buscar sus máximos y mínimos, porque podrá resultar que los 
últimos no tienen relación alguna con los máximos y mínimos del 
problema inicial (ejemplo 2). Procedamos de manera un poco distin- 
ta Busquemos los puntos estacionarios еп el problema (Prextr), о sea, 
anotemos, рага el problema elemental, la condición necesaria de míni- 
mo о máximo expresada en el propio teorema de Fermat, Según eso 
teorema, tienen que satisfacerse las ecuaciones 


Ly, 1)=0 <> La, (Zi -s Ens dor -o -s hm) == 0, 


(donde no todos los factores de Lagrange son iguales а cero), Las n 
ecuaciones obtenidas, unidas a y ecuaciones de relación, serán las que 
aservirán para la definición de todas las incógnitas». Efectivamente, 
si bien las incógnitas (2, A) cuentan con una unidad más que las 
ecuaciones, hay que tener presente la cireunstancia de que los factores 
lagrangianos pueden ser multiplicados por cualquier número distinto 
de cero. Y precisamente por eso el número de ecuaciones es igual 
a la cantidad de incógnitas. En estos casos dícese sobre la totalidad 
del surtido de condiciones para la definición de los puntos estaciona- 
rios. Hay que tener en cuenta que son de máximo interés los casos 
cuando hy 0, porque con À = 0 las correlaciones del principio de 
Lagrange testimonian no más que sobre cierta degeneración de las 
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acotaciones (fáciles de evitar, en la mayoría de los casos) y no están 
relacionadas con la funcional. Son precisamente las soluciones de las 
ecuaciones obtenidas 2, = 0, = 1, .... n, f/()=0, j= 
= 1, .., т) las que forman el conjunto de puntos estacionarios. 
Así pues, para resolver el problema (Pr) es necesario 
1. Deducir la función de Lagrange: 


L( => hfil) 
E 
2. Escribir las condiciones necesarias de extremo: 


5 4 811 (2) 
Ж,(т,%\= 0 = Duo, 


0 


3. Hallar los puntos que, siendo estacionarios o admisibles, dan 
soluciones a las ecuaciones (р. 2), en las cuales no todos los Ar, ¿=0, 
1, . . .. mson iguales а cero. En esas condiciones es útil analizar aparto 
los casos de Ay = 0 y A + 0. En el segundo caso, al resolver el proble- 
ma de mínimo se puede tomar Ap por unidad o igual a cualquier otra 
constante positiva, y en el problema de máximo, igual a menos uno 
о a cualquier otra constante negativa. 

4. Buscar la solución entre todos los puntos estacionarios о demos- 
trar que no la hay. 

El procedimiento descrito, llamado principio de Lagrange, es 
aplicable no sólo al problema (Pr), sino también a un amplio grupo 
de problemas extremales. La mayoría de los problemas que se citan 
en nuestro libro pueden resolverse con ayuda del principio en cuos- 
tión. Pero aquí es importante tener en cuenta lo siguiente. 

a) Hablando en general, el principio de Lagrange no siempre es 
aplicable. El problema que citamos a continuación (ejemplo 3) tiene 
solución, pero el principio de Lagrange no conduce a ella. 

) La esfera de aplicabilidad del principio de Lagrange es 
te extensa. No se aplica, a veces. al problema algún teorema disponi- 
ble, mientras que dicho principio (aplicado sin argumentaciones) 
Heva, no obstante, a puntos propensos al extremo, dando la posi- 
bilidad де obtener de ellos la solución. 

En un caso general el principio de Lagrangese aplica de la si- 
guiente manera. 

1. Formalizar el problema a la especie de 


1, u) inf; F(z, uj=0, ий. 


T:iXxU>RE, Р:Х xU>Y, donde X e Y son espacios 
normalizados. Aquí se trata del problema con acotaciones del tipo 
de igualdades que son parametrizadas por cierto conjunto U. Se pue- 
de decir también que es un problema con acotaciones del tipo de igual- 
dades e inclusiones. 
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Deducir la función de Lagrange: 
Liz, и, das y*) = Aof (z, u) + е, Р (z, и)), 


donde y* es el elemento del espacio conjugado Ү*. 

La función de Lagrange carece de acotaciones del tipo deinclu- 
siones u € U. 

2. Anotar las condiciones necesarias para los problemas 


£ (a, и, hoy*) — inf (por 2) 


£ (z, u, ho y*) — inf, u ЄЙ. 

.3, Hallar los puntos críticos, o sea, admisibles, que, siendo solu- 
ción de las ecuaciones del p. 2, donde y* y А, no son iguales simultá- 
neamente а cero. Sería más conveniente aquí analizar aparte los 
casos de Ay = 0 y ^o 52 0. En el segundo caso se puede tomar Ay por 
unidad o igual a cualquier otraj constante positiva. 

4. Buscar soluciones entro todos los puntos críticos o demostrar 
que no las hay. 

En resumen citemos los tres ejemplos sobre los cuales hemos 
hablado más arriba. 

Ejemplo 1 (evidencia que no siempre se estima A, = 1 en la regla 
de factores de Lagrange). 


Гб 2) а inf; /f (0,2) =3—-25=0 (X = Rì). 
Las funciones fẹ y / son continuamente diferenciables. Es fácil 


comprender que la solución del problema es т = (0, 0). Si seguimos 
directamente a Lagrange, debemos escribir la suma 4 = 2, + 
+ A (z? — дї) y resolver luego las ecuaciones 


La =0, LaO > 1+3=0, —®лу= 
Pero esas ecuaciones son incompatibles con la ecuación de relación 


* Ejemplo 2 (evidencia que el extremo de la función de Lagrange, 
como problema no acotado, puede no coincidir con el extremo de la 
versión inicial acotada). 


do (E. za) 
hi En 23) = 


E —2,> int; 
=0 (Х = В). 
Claro que la solución del problema es 2 (0, 0). La función de Lagran- 


ge: £= h (f — z) +A (n +2). La condición necesaria de 
extremo: 


£,=0, 4„=0«+» ha H A (A ri) =0, 2h =0. 


Si A, = 0, entonces А 5 0 y. consiguientemente, 1 + 37] = 
será la contradicción. Por lo tanto, А, 0. Supongamos que Ao 
Entonces la función de Lagrange adoptará el siguiente aspecto: 


Ж = n +A + ш). 


200 . пт 


Sin embargo, cualesquiera que sean А, esa función no tendrá en el 
punto 2 = (0, 0) incluso mínimo local. 

Ejemplo 3 (evidencia que si no se observan determinadas condi- 
ciones, el principio de Lagrange conduce a resultados erróneos). 

Sea 

X=Y =lp Ja) =n +232... Hin +..., 

Е) = (а, 282... Fal, ...) 
is de 
Analicemos el problema 
1 (2) inf; F (т) = 

Aquí 7 = 0 es el único elemento admisible y representa, por consi- 
guiente, precisamente la solución del problema. Si suponemos que 
existen los factores de Lagrange A, € R e y* € L, no iguales simultá- 
neamente a cero y tales que, para el problema elemental # = 
== def (2) + (y*, F (2) — inf. sea cumplida la condición necesaria 
de mínimo £ (т, 2, y”) (teorema de Fermat), entonces 

Ea (т, da) = 0 $ ho = — о е nr + 
donde у* = (у. .., уь...) Ela puesto que 13 es isomorfo a ly 
IKF, pág. 1771, Pero dichas condiciones son contradictorias: o bien 
Ао 9 0, entonces y? = (— А... Аа...) € la; o bien Ay = 0, 
entonces у* = 0, es decir, los dos factores de Lagrange son iguales 
а cero. Aquí 1, es el espacio de todas las sucesiones z = (д, 


+з Za, ++») para las cuales [| z ll, -( Ў 1а +) 02 <o; 
Y 1,, el espacio conjugado con 1, [KF, pág. 177). 


Ejercicios 


Citar en los ejercicios 1—3 los problemas de extremo no acotados de lax 
Tuncionos infinitamente diferenciables o una о dos variables, en los cuales se 
cumplen las condiciones expuestas a continuación: 

1. Hay un sólo extremo local que no es global. ч 

2. Нау un número infinito de máximos locales, pero no hay ni un sólo 
mínimo, Joal, 

.. La 


lación de la función dada en el plano, respecto a cualquier 
tecta que atraviesa el origen de coordenadas, tiene en cero un mínimo local, 
Pero а su vez, el origen de coordenadas no ез un punto de mínimo local. 

4, ¿Será posible afirmar que si la función de una variable tiene un mínimo 
local en cualquier punto. en cierto entorno bastante pequeño de dicho punto 
esa función decrecerá a la izquierda y crecerá а la derecha! 

5. Supongamos que la función / una vez definida y diferenciable en R", 


satisfaco la condición lim $ (2) = + œ y /' (7) tiene el único cero z. 
ШЕ 


Demostrar que 2 es un punto del mínimo absoluto de la función 
6. Supongamos que cada funcional alcanza su mínimo absoluto en cierto 
conjunto Х. Demostrar que X es un conjunto finito. 
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PRIMERA PARTE 


PRINCIPALES ELEMENTOS 
DE LA TEORÍA 
DE PROBLEMAS EXTREMALES 


$ 1. Elementos del análisis funcional, 
cálculo diferencial y análisis convexo 


Las construcciones de la teoría general do problemas extremales, 
así como do las partes fundamentales del cálculo de variaciones y del 
control óptimo, requieren examen en los espacios normalizados 
y banachianos. No obstante, los fragmentos más importantes de 
dicha teoría pueden ser considerados en el espacio euclidiano R". 
En la primera parte del presente libro nos limitaremos, donde se 
posible, al caso de dimensión finita. La información necesaria de 
dos los datos referentes al análi ional, al cálculo diferenci 
y al análisis convexo (con demostraciones completas) se ofrece on la 
segunda parte del libro ($ 7 y 8). Aquí usamos no más que los ele- 
mentos imprescindibles para el análisis de dimensión infinita, pres- 
tando especial atención al caso elemental de dimensión finita. 


1.1. Espacios normalizados y banachianos 


1.1.3. Espacio R”. R" es el espacio de los vectores n-dimensiona- 
les R" = {т = (2%) ++. Za) 17€ R, i = 1, +... „}. Los vectores 

(Ep Tp) Y = 
„ож +24) y multi- 


В? en un espacio lineal. 
Para introducir la distancia en el espacio R” comúnmente se 
procede de la manera siguiente: 


lp ta) = 


Er E) > d (2, г) Y (2, — ж}! 
а 


Esa distancia, amada euclidiana, puede ser expresada por la norma 
euclidiana: 


n= а" 
а 


según la fórmula d (z, 2) = |z — z’ |- 
La norma euclidiana satisface, lo cual se puede comprobar fáci)- 
mente, las siguientes relaciones: 
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a) |= [>20 para todos zE R" y |= | = 0 == = 0; 


b) Гах] = ial- |z] para cualquier z de R” y cualquier œ 
de R; 
o) 1227 1 1214 127 | para cualesquiera z y z' de R". 


Las funciones que poseen esas propiedades se laman normas, 
y los espacios lineales dotados de normas se llaman normalizados 
(las definiciones exactas se dan en el punto siguiente). Las normas 
de R” pueden ser definidas de modo diferente. Por ejemplo, a base 
de la fórmula 


Y Ia <p) 


ШИ 


o mediante la fórmula 


Па = máx |z; |. 
igisa 


La norma permite hallar la distancia por medio de la fórmula 
d(x, 2) = |= г || y definir los conjuntos abiertos, cerrados, 
convergentes, ete. 

1.1.2. Definición y ejemplos de espacios banachianos. El espacio 
lineal X se Пата normalizado si en X ha sido determinada la fun- 
cional || + ||: Х-> Rque, llamada norma, satisface las condiciones 
siguientes: 

а) iz ([>0VxEX y |210 <= = 0; 

b) lazii = |о 12 |1 Уа В, Усх; 

в) lla + za IS [л ll + Il za М, г € X. 

А veces, para subrayar que la norma se da precisamente рага Х, 
escríbese ||. Dos normas en = || -ih y ||- 1 2 so denominan 
equivalentes si existen tales constantes positivas C, y C, que 


И АЛЫЛ 


Todo espacio normalizado se transforma en métrico si se le intro. 
duce la distancia d (z, zp) = || z, — z; Il- 

La sucesión (x,) de puntos del espacio métrico X se Пата 
fundamental si satisface el criterio de Cauchy, es decir, si para cual- 
quier e 2> 0 existe tal número N, que d (£»*, т„-) < в para todos 
п> М n М. 

Si toda sucesión fundamental converge еп el espacio X, este 
último se lama pleno. 

El espacio pleno respecto a la distancia introducida se lama 
espacio banachiano. 

Ejemplos de espacios banachianos. 

1. El espacio de dimensión finita 1; integrado por los yectores 


z= (ën +- 2) ЄВ" con la norma |2 lp = (È ia Р) 1< 
<p< о. j 
20 


2. El espacio С (K, R") de los vectoresfunciones continuos z (+): 
:K= R” dados en el compacto K con la norma |12 (+) = 
= máx 20 

pi 

3. El espacio С” (lte, tl, R") de los vectores funciones r veces 
continuamente diferenciados z (+)  [to, t,]-» R", dados en el seg- 
mento finito [ty, 41< R, con la norma 

112 (5) i, = máx (112 () llos +++ 2 () 10 

4. El espacio ly integrado por las sucesiones = = 


керез 


para las que У) 22 << оо соп la norma dada por la fórmula 
h 


= aa 
пал (2 ол). 
1.1.3. Producto de los espacios, Sean X e Y ciertos espacios nor- 


malizados. El producto cartesiano de X X Y puede ser transformado 
en un espacio normalizado introduciéndole la norma 

Пб y) ll хоу = máx {hz llos уйу} 
(ев fácil comprobar que todos los axiomas de la norma se cumplen). 
También son posibles otras normalizaciones. 

Señalemos la afirmación evidente: el producto cartestano de los 
espacios banachianos es un producto banachiano. 

1.1.4. Espacio conjugado y operador conjugado. El conjunto 
X* de todas las funcionales lineales continuas en X forma un espacio 
conjugado con X. A su vez, el mismo es un espacio banachiano con 
respecto a la norma ||z* || x ур, (@*, z), donde 

ГАРЫ 
(х*, т) significa el efecto que ejerce sobre х la funciona) z* [KF, 
pág. 1711. El espacio conjugado con el espacio de dimensión finita В" 
es isomorfo а R". El producto escalar de dos vectores y = (у, .. 


Los Ya) E R* y т = (д... Za) E R" está representado por la 
suma (у, х) = Y уту. Asimismo la suma У) ушу podrá ser 
a T 


designada simplemente рог yx si y € R", z€ R". En esto caso г 
debe tomarse por columna е y por renglón (y entonces ут será nada 
más que el producto de las matrices). 

Sean X e Y ciertos espacios normalizados; y A € { (X, Y), el 
operador lineal continuo de X еп Y. Entonces se puede determinar el 
operador conjugado A* : Y*—> X*, de tal manera que (y*, Az) = 
= (A*y*, 2) Yr € X IKF, pág. 217), 

Para una funcional linea) continua en el producto de espacios 
tiene lugar el siguiente lema evidente. 

Lema. Representemos univocamente cualquier funcional A € (X X 
х Y)* en forma de 


(A, (2, у) 
donde 2+ € X* e y* E Y*. 


= @*, т) +, y). 


a 


Ejercicios 

1. «Cuáles de las funciones de dos variables enumeradas más abajo y coo 
qué valores paramétricos proporcionan la norma en Rè: 

а) N (z) = (| z4 IP — I za (РР, p > 0; 

b) N (2) = | azy + алат, | + | amza + agers |: 

д N (2) = máx fl angi F аш, as F anra 

dN (т) = (аз F Zantin + anpii? 

2, Demostrar que las normas | z | = (z} + zf) %% y || z æ= máx (15,1, 
17,1) son equivalentes. 

3. Demostrar que si ||- I| es una norma en В", la esfera unidad В = 
= (+ € R"| | z 1 I Jen osa norma será un conjunto central simétrico, corra- 
do, convexo y acotado, cuyo centro (origen de coordenadas) es un punto interno. 

4. Demostrar que si B es un conjunto central simétrico, cerrado, convexo 
y acotado en R”, cuyo centro (origen de coordenadas) es un punto interno, exis- 
dirá una norma tal con la que B será una esfera unidad. 

5. Demostrar que todas las normas en R” son ттын, 

6: Demostrar que todos los espacios normalizados de dimensiones finitas 
son Бапасћіапоз, 

7. Construir un ejemplo de espacio normalizado pero no banachiano. 

8. Demostrar que si (X, li Пд e (Y, I - 1) son espacios normalizados, 
en este caso || = |х 4- |l y Hy y (Iz її + Iy МА serán las normas equiva- 
lentes en ХУ Y 

9, Supongamos que el espacio normalizado Х conste de funciones conti- 

' 


muas en el segmento [0, } con la norma Nx (-) || = [2 (1 dt. ¿Pertenecerá la 


funcional lineal (2%, и, = z (0) al espacio Z°? Y 
la norma [у ||, 2 € R? si la esfera unidad ba sido 


0% 1% aN 
| -aLa Khi 45)? 

41, Citar un ejemplo de subespacio bidimensional C ([0, 1]) cuya esfera 
unidad es un circulo unidad (con otras palabras: cortar con un plano la esfora 
unidad del espacio С ([0, 1]), de ta] modo que en la sección se forme un círculo). 

12. S Rn. Hallar la norma del espacio conjugado con (X, ||} 
si la norma on X se deduce de las relaciones 

э} ш) = ба + е1; 

b) N (z) = máx (|2,1, | za ); 

ома з inia, pat 

) N (2) = {анг} Зала, + а, ац > 0, аца, 


1.2. Algunos teoremas de geometria y análisis funcional 


1.2.1. Teoremas de Weierstrass sobre el aleance del máximo y el 
mínimo. En la mayoría de los casos utilizaremos el siguiente principal 

Teorema de Weierstrass. La función continua que se halla en un 
subconjunto no vacío cerrado acotado de un espacio de dimensión finita 
alcanza sus máximo y mínimo absolutos (15, t. 1, pág. 235]. 

Deduzcamos de este teorema un simple corolario que utilizaremos 
muy a menudo. 

Corolario. Si la función f es continua ей В" y e fa)= 

Ксы 

= +ю( lím f(z) = — 00), en este caso f alcanzará su mínimo 
(mázimo) а en cualquier subconjunto cerrado de R". 
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а> 0 


Recordemos que el conjunto А en un espacio métrico ве Паша 
compacto si de cualquier sucesión de elementos de A se puede elegir 
una sucesión contenida convergente a un elemento de А, o bien si 
(que es lo mismo) de cualquier recubrimiento de А рог conjuntos 
abiertos se puede elegir un subrecubrimiento finito. El subconjunto 
acotado y cerrado del espacio de dimensión finita es un compacto. 

1.2.2. Teoremas de separabilidad. Al deducir las condiciones ne- 
cesarias de extremo (principio de Lagrange) en los problemas соп- 
vexos (p. 2.3.8) y en los problemas con igualdades y desigualdades 
(p: 2.4), aprovechamos la propiedad de separabilidad de los conjuntos 
сопуехоз no intersecables. Citemos los resultados referentes al caso 
de dimensión finita (en el p. 7.1 se examina el caso de dimensión 
infinita). 

Los conjuntos A y B se denominan separables si existe un semi- 
espacio que contenga A, y que los puntos del conjunto В no le perto- 
nezcan о se hallen situados en Ја frontera de dicho semiespacio. 

Analíticamente eso уе puede escribir así: existe un vector À € 
E R" (40) para el cual 


Г aS юр бул) 
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Los conjuntos A y B se llaman estrictamente separables si existe 
un semiespacio tal que contenga el conjunto A y no contenga los 
puntos de B. 

Analíticamente eso se puede escribir asi: existe un vector A € R" 
para el cual 

if A> зир булш). 
хел жєн 

Teorema 1 (es el primer teorema de separabilidad para el caso do 
dimensión finita). Sean A y B ciertos conjuntos convezos no vacios 
en RO, A NB =Ø. Entonces los conjuntos A y В serán separables. 

Teorema 2 (es el segundo teorema de separabilidad para el caso de 
dimensión finita). Sea А un conjunto cerrado convexo no vacío en R", 
DG А. Entonces el punto b se podrá separar estrictamente de А. 

А A) Demostración del teorema 2. Analicemos el problema sobre 
la distancia desde el punto b hasta el conjunto cerrado А 


\b— rje in; 2€4. (Pr) 
Dado que la función f (2) = | b — т] es continua y 
lím f(z) = +00, según el corolario del teorema de Weier- 


st 
strass (р. 1.2.1), la solución del problema (Pr) existe. Designémosla 
рог æ. Está claro que 2 Æ 5 (fig. 1). 

Tracemos рог el punto 2 el hiperplano H = (€ R°} <A, 2) = 


= а) perpendicularmente a la recta bz. Mostremos que el conjunto А 
y el punto bse hallan en semiespacios opuestos. Si algún punto a € А 
se hallara en el semiespacio abierto que contiene el punto b, en 


з 


virtud de la convexidad de А resultaría que el segmento fa, r) € A. 
En este caso existiría un punto de ese segmento, perteneciente al 


interior de la esfera B (b, | b — 2 |), lo cual contradice al hecho de 


que 2 es el punto de А más cercano а b. 

El hiperplano estrictamente divisor está construido. Sin acotar 
la generalidad podemos estimar que (A, b) < a. Entonces Q, a) > а 
para cualquier а Є А. 

В) Demostración del teorema 1. La afirmación de que «los con- 
juntos А y В son separables» equivale a la afirmación de que sel punto 
cero es separable del conjunto СЧА — B = {z = a — b | a € A, 
ЪЄВ}». Efectivamente, int Ф. a) sup Ф, В) 5 


ega y) 
inf (A а)— mp A, Юрбе if Ф, 
aga ев aea 
a+ inf A, —b)>0 < A, а 602020,0). 
ъев aen 


rE 
Por eso para demostrar el teorema es suficiente probar que el 
punto cero es separable del conjunto C. Está claro que C es un con- 
junto convexo y que 0 4 C. 
510 є С (clausura del conjunto 
н С), la separabilidad se deduce del 
teorema 2 ya demostrado, Por eso 
de aquí en adelante consideraremos 
que 0 ЄС. Por lo tanto, debemos 
demostrar la existencia de un hiper- 
plano de apoyo para el conjunto con- 
o, el cual pase por el punto 
situado en su frontera. 
Supongamos que infC =Ø. 
Entonces la dimensión de la envol- 
tura afín del conjunto С será infe- 
b rior a n, es decir, dim ajf С < n. 
а Ер vista de que 0 € €, resulta que 
06а} С. En este caso ај Сез el 
propio subespacio en R", y por eso 
existe el hiperplano A, 7) =0Vz € С 
Fig. 1 que lo contiene. Dicho hiperplano 
es precisamente el que se busca. 
Sca int С 4 Ø, es decir, existe el punto y € int С (y 0) y, por 
consiguiente, cierta esfera B, < С. Entonces, el punto — y y, simé- 
trica a éste, la esfera B_y con el centro en el punto —y, no pertenecen 
А 
aun соо K = {х= 2 1, ЄС, 120,1 4,.... 8.86 
cualquiera ), que es (como se puede comprobar fácilmente) un con- 
junto convexo. De lo contrario resultaría que 0€C. Así pues, 
y EX corresponde a un conjunto convexo cerrado. 
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Con arreglo al segundo teorema de separabilidad, el punto —y 
y el conjunto Æ pueden ser estrictamente separados, es decir, existe 
un vector А =% 0 para el cual 
inf Ф, х) > G, —y). 4) 
хек 
Es imposible admitir que para cierto punto = Є К se cumpla la 
desigualdad (., 2) < 0. De ser así, la cota inferior del primer miem- 
bro de la desigualdad (1) sería igual a —co. Por consiguiente, 
Ф. 2)>0Y7 € К, además, Vr ЄС. Así pues, el hiperplano que 
divide el punto cero y el conjunto C ya está construido. 


Ejercicios 


4, Citar un ejemplo de función continua acotada en el subconjunto acotado 
de una recta para la cual no se alcanzan las cotas inferior y superior. 

2. Citar un ejemplo de [unción continua acotada en el subconjunto cerrado 
de vna recta para la cual no se alcanzan las cotas superior e inferior. 

3, Sea X cierto subconjunto de una recta, el cual no es compacto, Demos- 
trar que existe una función continua en X, cuya cota inferior no se puede alcan- 
zar. 

4. Averiguar si son compactos los siguientes conjuntos: 

9) el semiintervalo le, b): 


3) а sucesión de puntos еп Ja recta z, = £, п = 1, 


e) el subconjunto de la recta B= 5h. n4 


Y KÈ <1 en el espacio la 
ка 

5. Citar un ejemplo de conjunto acotado cerrado que no es compacto, 

6; Citar un ejemplo de espacio normalizado X у de funcional continua 
1: X > R tal que / (7) > +œ para [| z ||—* co cuando su cota inferior no so 
Puede alcanzar, 

7. Citar un ejemplo de espacio hanachiano X, de su subespacio cerrado L 
y del punto Т no perteneciente a esc subespacio, tales que no tenga solución el 
problema de la distancia más corta desde ese punto hasta el referido subespacio. 

В, Separar el punto (2,3) del elipsoide 3%4 + 009 = 1. 


d) el elipsoide £— (z= {лк} А2160 


1.3. Definiciones de las derivadas 
Para las funciones reales de una variable real se emplean dos 


definiciones: 
la existencia de límite finito 
iim renr 4) 
Ah 


y la posibilidad de desarrollo asintótico con A=> 0 
Fl +h) = F (2) + F (h — 0 h), (2) 


que conducen a un mismo concepto de diferenciabilidad. Pero ya 
Para las funciones de dos variables y más, existen varios criterios 
distintos al concepto de diferenciabilidad (suavidad). La defini- 
ción (1) conducea conceptos de derivada direccional, de variación de 
Lagrange y de derivada de Gateaux. La definición (2) conduce a los 
conceptos de derivada de Fréchet y de diferenciabilidad estricta. 

1.8.1. Derivada direccional, variación de Lagrange y derivada de 
Gateaux. Sean X, Y ciertos espacios normalizados, y F: X> Y, 


la aplicación del espacio X o de cierto entorno del punto 2 en el 
espacio Y. Suponiendo que existe el límite 


SE (3, № = lim LEAF 
a0 


el mismo se llama derivada F en el punto z de la dirección h 
Si la aplicación P dispone en el punto 7 de una derivada en todas 
las direcciones й E X, díceso que F tiene en el punto 2 variación de 


Lagrange. En este caso la aplicación В-+ ÔF (7, h) se denomina 
variación de Lagrange. 


Si el operador бЁ (z, +) : X— Y es lineal y continuo en А, dícese 
que F es diferenciable según Gateaux en el punto 2, mientras que el 
operador SF (т. +), llamado derivada de Gateauz de la aplicación F en 
el punto z, se designa por Fẹ (2). Por lo tanto, siempre que F sea di- 


forenciable según Gateanx en el punto 7. para cualquier № fija ten- 
drá lugar el desarrollo 


Ет + Ah) = Р(х) + АЕ (x) al + r (h. А), 


donde |] r (h, А) 11-0 para А.» 0. 
1.3.2. Derivada de Fréchet y diferenciabilidad estricta. La apli- 


cación F (p. 1.3.1) se llama diferenciable según Fréchet en el punto т 
y se escribe F € D (2) si existe un operador lineal continuo de X en Y, 


designado por Р” (2), y una aplicación r de cierto entorno de т en Y, 
tales que 


FG+M=F(D+F (М + r (h), 0) 
йт (h) И = O (A 1) para | 1 0. 


El орегадог F" (2) : X— Y se llama derivada de Fréchet. Brevemente 
la correlación (1) se puede escribir así: 


F (z +h) = F (2) + F (ll + o (h), 
considerando о(А) como un elementa del espacio Y, para el cual 
По (h) 1 = o (1А 11) cuando |А [|>0. Con F’ (z) [һ] se denota el 
% 


valor de la aplicación F’ (2) en el elemento h € X. Si en cada pun- 
to т del conjunto abierto Ú, las aplicaciones F € D (z) y z— Ё (2) 
son continuas, entonces se escribe F € C* (U). Está claro que de la 
diferenciabilidad de Fréchet de la aplicación Р en el punto = se dedu- 
ce la diferenciabilidad de Gateaux de la aplicación P en ese mismo 
punto. Pero ya en el caso bidimensional esos dos conceptos se di- 
ferencian. De la diferenciabilidad de Gateaux, según la definición, 
se desprende la existencia de la variación de Lagrange. Y otra vez 
(para el caso bidimensional) esos conceptos son diferentes. 

La definición de la diferenciabilidad de Fréchet de la aplica- 


ción F en el puntoz, en el lenguaje e-6 se enuncia así: existe un 


operador F' (2) € £ (X, Y) tal que para cualquier e > 0 se encon- 
ти 8 >0 con el que se cumpla, para todas А: || || < б, la desi- 
gualdad 


UP +A) — Р(х) — Е (2) Ае IA |. 


De la expresión (1) se deduce que la derivada de Fréchet está uní- 
vocamente definida, ya que la igualdad Ah —Ау = o (h) para los 
operadores lineales continuos A, y A, será posible tan sólo cuando 
= Ay 
* En muchos problem is де dimensión finita y de dimen- 
sión infinita, de diferenciabilidad de Fréchet en un punto, no es 
suficiente para obtener un resultado satisfactorio. Esa circunstancia 
obliga a intensificar aún más la diferenciabilidad en el punto. 
Supongamos que la aplicación F es diferenciable según Fréchet en 


ol punto т. Esa aplicación se llama estrictamente diferenciable en el 
unto т (además se escribe F € SD (2)) si para cualquier e > 0 se 
halla б > 0 tal que para todos los valores de z, y г, que satisfa- 


gan las desigualdades || z, —2 || < б. I| 7; — т || < 5 “e cumpla 
la desigualdad 


nál 


ПР) = F (a) = Р laa IS e Па л I 
Si F : А" R" es la aplicación de un espacio de dimensión fini- 
ta В" diferenciable еп el punto 2 о de cierto entorno del punto 2 


en el espacio А", la derivada de Fréchet en F será una matriz inte- 
grada por las derivadas parciales 


к= (E). 


La misma se llama matriz de Jacobi. Si m = n, el determinante de di- 
cha matriz se denomina determinante jacobiano de la aplicación F 


en el punto 2. 
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1.3.3. Derivadas parciales y derivadas de órdenes superiores. 
Sean X, Y, Z ciertos espacios normalizados. y U, cierto entorno 
del punto (2, y) en X xY, P:U>Z. 

Si la aplicación z> F (z, y) es diferenciable según Fréchet en el 


punto 2, su derivada designada por Р; (z, у) о 2108-0 


se llamará 


devarida parcial en z de la aplicación F al punto (т, y) 

Análogamente se define la derivada parcial en y: 

s даа 
F=% р 0. 

Ahora definamos la segunda derivada funcional de varias varia- 
bles. 

Sea U un entorno del punto т = (лу... .. Ta) еп R", y f : U> R, 
una función definida y continuamente diferenciable en U. Dícese 
que la función / es dos veces diferenciable en el punto = si existe 
una forma cuadrática Q tal que 


1@ +) =] @ +1 (00140300) +r(%), 


donde r (h) = о (|А |2). 
La forma cuadrática es definida por la matriz simétrica inte- 


grada por Jas derivadas parciales ( La L), had... 
Pasomos al caso de dimensión infinita. Sean X, Y ciertos espa- 
cios normalizados. у U=X, un conjunto abierto. Si la aplica- 
ción f : UL» Y es diferenciable еп cada punto z с AL, entonces será 
definida la aplicación r- f (т) del conjunto AL en el espacio 
£ (X, Y). Dado que L(X, Y) también es un espacio normalizado, 
se puede plantear la cuestión acerca de la existencia de la segunda 


derivada 
р) = (У (0 EL(X, LX, Y). 


Para №, с Ху" (2) ihl E £ (X, Y) tomamos Ay ЄХ, entoncos será 
lofinida J” (z) Ih, №, =$" (х) (А, [ha]. Por consiguiente, será 
definida la aplicación / (2): X X X— Y lineal еп cada argumento. 
Análogamente se definen las derivadas de órdenes superiores. 
Teorema (de derivadas mixtas). Si para la aplicación f : U—+ Y 


existe la segunda derivada į" (2), entonces para lodos hy, hs € X 
FG) ly, hal = f° (À Mha Ml 
(ATF, pág. 156). 
Ejercieños 

4. Citar un ejemplo de aplicación continua que no tenga (en el punto fijo) 
derivada en ninguna dirección. 

2. Citar un ejemplo de aplicación que tenga derivada en cualquier direc- 
ción, pero que no tenga variación de Lagrange. 
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3, Citar un ejemplo de aplicación que tenga variación de Lagrango, pero 
quo по tenga derivada de Cateaux. 
4. Citar un ejemplo de aplicación que tenga derivada de Gateaux, poro 
que no tenga derivada Fréchet. 
5. Citar un ejemplo de aplicación que tenga derivada de Fréchet, pero que 
no sea estrictamente diferenciable, 


1.4. Principales teoremas del cálculo 
diferencial en espacios normalizados 


Citemos los teoremas que se usan más a menudo para resolver 
problemas extremales. 
1.4.4. Teorema de superposición. Sean X, Y, Z ciertos espacios 


normalizados; AL, el entorno del punto 2 en X; F, el entorno del punto 
y en Y; g) =y, р: 91 2, [=Y 9: lZ, la superposición 
de las aplicaciones q y Y. 

Entonces, si es diferenciable según Fréchet en el punto y, y pes 


diferenciable según Fréchet en el punto т (si esdiferenciable según 
Gateauz, entonces tlene variación de Lagrange), f posee igual propiedad 


que q en el punto 3 y, en este caso, respectivamente, 
TO= @ е (@, 
ЊО =w (Y % 0). 
Вр (5, h) = y (9) lôg (2. A)I Vh € X. 


Sis} es estrictamente diferenciable en y, y y es estrictamente diferen- 


ciable en х, entonces } será estrictamente diferenciable еп г. 

El teorema de superposición no tiene, generalmente, lugar si p 
os diferenciable tan sólo según Gateaux. 

< Analicemos detalladamente dos casos extremales: variación 
de Lagrange y diforenciabilidad estricta. 

A) Según la definición de la derivada de Fréchet, 


vO =r + i +01. 


Por consiguiente, 


pi J+ ит 266220) 
pe 


=y (0) y (È, h+ im 2 LEIA, 
40 g+) y I 


x їп |= [> y Wie (2 + 


уз 
+0 (2, A= (ig (т, В}, 


lo cual precisamente demuestra la fórmula de variación de Lagrange 
de la superposición de las aplicaciones. 


В) Como фЄ 8р (2), y ESD (y), para cualesquiera 2, >0, 
€, >0 so hallarán б, >0, бу >O tales que de las desigualdades 


йг 161. ly: — Y 1 < Sa: ¿=0, 4, se deducirán las desi- 
gualdades 


Пе) (6) 9 (1а, zA Ke аа tall (1) 
Ivy) — (9) — (0) ly yal ll е ll Ys yah- (2) 


Elijamos e, >0 y ez >0 para cualquier e >0, de tal modo 
que se cumpla la desigualdad 


POT Н+ 01е. 


Utilizando ез, ез hallamos ô, > 0, ô, > 0, de tal modo que ten- 
gan lugar las relaciones (1) y (2) y suponiendo, por último, que 


8 = min (6, (еы +19 (5 10). 
Y si abora |12: — 2 || < б, i = 0, 1, en virtud de (1) tenemos 
A — + е (@х 
xl ае +19 @ йл. 09) 


Suponiendo, en esta desigualdad, que z, = 2, i = 0,1, consecuti- 
vamente, obtenemos 


йе) = G) I= Пе (6) — IS (a +19 G) 155 б, 
de tal modo que la relación (2) sea válida para y; = q (21). Utilizan- 
do ahora las relaciones (1), (2) y (3), obtenemos 


Иа) 10) Y laa 11< 
SIMP) a) (le (8) (2111 + 
A IS 
A RS 
Жане (Az УЕА e Па 21 

(00 tele ае IDA (el л — a 
esto precisamente significa que f € SD (2). 
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Suponiendo 2, = 2, z = 2 +h en nuestras consideraciones, 
obtenemos la demostración del teorema para el caso de diferenciabi- 


icaciones. 
valor medio. Se sabe bien que para las fun- 
ciones numéricas de una variable es válido el teorema de Lagrange 
también lamado teorema del valor medio o fórmula de incrementos 
finitos; si la función f: la, bl R es continua en el segmento (a, b} 
y diferenciable en el intervalo (а, b), existirá un punto с € (a, b) tal que 


10)-1() =f (0 (6 – а). (Y) 


Es fácil convencerse de que la fórmula (1) también es válida para 
las funciones numéricas f (т) cuyo argumento pertenece a un espacio 
normalizado aleatorio. En este caso 


la, bl=(x|1=a+t(b—a, 0<t<1) 


Análogamente se define el intervalo (a, b), mientras que la diferen- 
ciabilidad se puede comprender en el sentido de Gateaux. Supo- 
niendo que q (t) = j (a + t (5 — а)) reducimos la demostración 
al caso de nna јаре real. . 

Para las funciones vectoriales la fórmula (1) no tiene lugar. 

Como vemos, еп el análisis se usa principalmente no la propia 
fórmula (1), sino la estimación | / (b) — 7 (a) 1< M (b — a) que de 
ella se desprende, donde M = sup f (2). Mostremos ahora, 


x€ (a; b) 
que en esta versión más débil, la afirmación se extiende ya al 
caso de los espacios normalizados aleatorios. Tradicionalmente 
esa afirmación lleva el nombre de steorema del valor medio», aunque, 
por supuesto, ella debería llamarse «teorema de estimación del 
incremento finito». 

Teorema (del valor medio). Supongamos que X, Y son espacios 
к y que el conjunto abierto UC X contiene el segmen- 
to la, bl. 

Si la aplicación f : U— Y es diferenciable según Galeauz en cada 
punto x € la, bl, entonces 


110) —/(0) ї< 13 Пле (e) + 06 a 1. 


<] En virtud del corolario del teorema de Hahn — Banach 
(р. 7.1), para cualquier y € Y y. por consiguiente, también para 
y == f (В) — f (а) se hallará un elemento y* Є Y* tal, que I| y* || = 
л Кї y) = lly ll es decir, (уе, f бу—/(а)) = П) — 
—1 (0) ll 

Denotemos q (1) = (y*, f(a +2(6— a). 

Dado que y* es una funcional lineal continua, y la aplicación f 
posee en cada punto la, 51 una derivada de Gateaux, entonces, según 
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el teorema de superposición, 
P) = ше, Л (а + 200 — 0) 16 — а) 10, 1), 
De la diferenciabilidad de la función q se deduce su continuidad 
en 10, 11 y, por lo tanto, a ella se le puede aplicar la fórmula de 
Lagrange (de incrementos finitos): 


009—0) =% (0, 0€0,1). 


Por eso 
17 (0) — / (a) I = (уе, 1 (0) — 4 (о) = 9 (1) — q (0) = 
= (y, fo (а — 0 (b — a) b—al)< II fa (a + 
+0 (b — а) lb — al |< 1% (a + 0(b— a)) Il- 10 — a I< 
< p 10 15-а. > 
Citemos algunos corolarios del teorema del valor medio. 


Corolario 1. Sean cumplidas todas las condiciones del teorema del 
valor medio y ЛЄ (X, Y). Entonces 


ПРО) = (a) — A (b — a) ll we, lf6 (e) — A IIl è — all- 
< Es preciso usar el teorema del valor medio рага la aplica- 


ción g (2) = f (z) — Az. [> 
Corolario 2. Supongamos que X e Y son espacios normalizados, 


que U es el entorno del punto z en X, y que la aplicación f : U= Y 
es diferenciable según Gateauz en cada punto x € U. 51 la aplicación 


2—5 fo (2) es continua en el punto т, la aplicación f será estrictamente 


diferenciable en 7 (y, por consiguiente, también será diferenciable según 
Fréchet en ese mismo punto). 

< En virtud de la continuidad de la aplicación z— fa (2), para 
cualquier e > 0, se hallará ô> 0 tal que de la desigualdad [| z — 


= 21 8 se deducirá la desigualdad 
Mo (с) —%@ї< = 


En virtud de la convexidad de la esfera B = / (z, ô), de la con- 
dición д, 2, € В se deduce que [д zyl € B. Por el corolario 1 del 
teorema del valor medio con А = fg (2) obtenemos 


ES 
<р П = fo Па — 22 1 
KE Xy Ka) 

СЕБ 
lo cual demuestra la estricta diferenciabilidad de la aplicación / en 
el punto т. [> 
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El corolario 2 nos indica que para verificar la diferenciabilidad 
de las funcionales concretas es suficiente demostrar la presencia de la 
derivada de Gateaux y comprobar su continuidad, lo cual ya garanti- 
za su diforenciabilidad estricta (así como la existencia de la derivada 
de Fréchet). 

1.4.3, Fórmula de Taylor. Teorema de diferencial total. 


Fórmula de Taylor. Si existe [0% (2), entonces 


E h) =1(@ + / М (02) 4" (2) (ha М... 
+ т) 10 (2) Ih, o В r 00), 


donde |} r (h) [| = o (Ilh |") con А 0 [ATF, pág. 159]. 
Teorema de diferencial total. Supongamosque X, Y, Z son espacios 
lineales normalizados; U, el entorno en X X : U> Z, una 


; y F: U> 
aplicación que tiene en cada punto (т, y) Є U las derivadas parciales de 
ateauz Fy (x, y) y Fy (х, у). 


Si las aplicaciones (х, y)+> Р, (z, y) y (z, y)— Е, (z, y) son 
continuas en el punto (х, y) € U deuna topología operacional uniforme, 
F será estrictamente diferenciable en ese mismo punto y, en este caso, 

PD тЇ = Peto D IEH Р, (2, p) l- 

< En virtud de la continuidad de las aplicaciones Fy (z, y) 
y F, (т, y) en el punto (2, y), para cualquier e >0 se puede elegir 
5>0 tal que el entorno «rectangular» V = Ë (2, б) x È (p, б) 
del punto (z, y) esté comprendido en U y en él se cumplan las desi- 
gualdades 

ПР б — „(б I< I Fy y Ру (E Се 

Ahora tenemos 


А = AA — Рф уйе ы. R ай = 
— Fy (è, Din — val = F (а, Ya) Ра и) — 
— Fy (8, а — 1a) РО yi) Ра, ya) — 


—Fy (z, y) Un — yal. 

Es fácil ver que si los puntos (ду, Ya»), (га, Ya) se hallan en V, 

el punto (z3, y) € Y y también ambos segmentos (тү, y»), (22, m)l 
y (л, їл), (Za, уз) se encontrarán en Y € U. Рог eso las aplicacio- 
nes т-> F (z, yy) e y— F (т, y) son diforenciables según Gateaux: 
la primera tiene la derivada F, en із, т,], y la segunda F, en 101, ya] 
Empleando el corolario 1 del teorema del valor medio, соп arreglo 
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a dichas aplicaciones, en virtud de (1) obtenemos 
NAIS sup EE y)— Р. (5. 0х 
Єх) 
хїл—[+ sup [Руш )— 
мо 


= Р, Ча е аа е ll —һ1 


para cualesquiera (ду, ys) Є V, (ту, Va) Є V, lo cual precisamente 
demuestra Ја diferenciabilidad estricta de la aplicación F. [> 


1.4.4. Teoremas de dimensión finita de una función inversa e 
implícita. Teorema de Lusternik. Teorema de espacio tangente. 
Teorema (de dimensión finita de una función inversa). Suponga- 


mos que 1 Є R” es el entorno del punto 2 = (3y, . . л), y Р: Ur 
— R”, una aplicación de clase С? (AL), F (x) = y. Entonces, st el jaco- 
biano de la aplicación F en el punto + es distinto de cero, existirán tales 
e >0, 6 >0y К >0 que para cualquier y de la esfera į y — y | < ô 
existirá un sólo punto z en la esfera | — | < e, tal que F (2) = y, 


y, además, 1—12<K|y—Yl 

Nota, El teorema de función inversa ha sido expuesto de la forma 
en que será utilizado ulteriormente. Por regla general suele demos- 
trarse más a menudo, еп particular, que la suavidad de la aplicación 
inversa es igual que la de la suavidad directa, a la fórmula (F”* (у) = 

= (PP) 

Corolario (teorema de dimensión finita de una función implícita). 


Sea W= REX R' el entorno del punto (2, ў) = (ti <<< do 


coo de y Vs R, YG, Y 0, Y y (2, Y), una matriz 
бле Entonces existirán К 0, 60 у una aplicación 


Ф: В (2, 6)-» В' de clase С\ (В (z, 8)) tal que 


Ye Ф000) =0, Ф) =. l0()—-Y1<K(—2. 
< Supongamos que n =k +s, z = (х, y) (ER, y ER’), 


F (2) = (z, Y (2). Entonces la función P en el punto 2 = (z, y) 
satisfará los requisitos del teorema de función inversa, puesto que 


к [ ГА a 
Р (у= 5 
0 Y, (2) 


es una matriz regular. Según el teorema de función inversa, existen 
talos 6>0, e >0 y K>0 que si | E—21 111 < 6, se hallará 
“ 


el único par (z, y) para el cual 2 —21+1ly —yl<ey 
Fin y= er p у) =. 
аи К ОЕА). 
Suponiendo que y = 0, resulta que sijz—21<68, existirá el 
único у =q (2), |y—yl<e para el cual 
F (z, 9 (2) = (2, б) => ф (т, р (2) =0, 
ТАЕ 458593 


Nota. De la fórmula de la derivada de función inversa se deduce 
inmediatamente que 


Y (0) = — IF, (z, 9 (0) ЇР, (л, 9 (ol. 

Teorema de Lusternik. Sean X, Z ciertos espacios banachianos, 
UEG (z, z) F: U Z. Si FESD (1) y F' (2) es un epimorfismo, 
existirá el entorno U с Al del punto т, el número K > 0 y la aplica- 
ción q : U-» X tales que 

Pl) = (0, Nol) IS KE ()— РО) 1. 


< La demostración de ese teorema se basa en el método modifi- 
cado de Newton. 


A) Sin limitar la generalidad estimamos que 2 = 0 y F (2) 
Elegimos e > 0 tan pequeño que È (0, e) =U y 


UE) =P (2) FOX) NS lr = (1) 


0. 


para 27 [|< en, Il т” || < e 10 cual es posible ya que F € SD (2), 
donde la constante С > 1 fue tomada del lema acerca del operador 
inverso derecho (p. 7.2) para el operador M que también es inverso 


derecho respecto a Æ” (0). Supongamos que para x € U = B (0, ô), 
Enti = En MEE) п20, bar 2) 

donde б es tan pequeño que || т |1 + О [| Р(х) || < e/2 рага || || <8. 
B) Demostremos, por inducción que || En || < e V,2>0. Es evi- 
dente que 15 1 = 1211 < 2/2. Paran = 1, de la expresión 2 


y del lema acerca del operador inverso derecho obtenemos la esti 
mación 


ME —£ 11 = 11 МЕ (2) IS O NIF (2) 11, 8) 
de donde || ți l| < e2 
Sea |} E: I| < £ parar =ù, 1. . - ., k (k> 0) De aquí deducimos 
que llEx+ ||< e- Para т = 0, 4, k de (2) tenemos 
F O) E) E) HE E) = 0, (4) 


“ 35 


de donde 
lia E OKC FEO =C 60 
ZE Gia) TS 
н а < 2, 
i=4, de (5') 
De aquí, en virtud de la desigualdad del triángulo, obtenemos 
[нерн а 
-ati ISE i Hili 
+A NS E (iH H ta) + pe 


Así pues, hemos obtenido que || E, +1 || < е, de donde por induc- 


ción resulta que |] En I| < еМ" >0. 
C) De las desigualdades (5), (5') se desprende que 


Ма IEn tali (ат) < 
«еа реа 21-5 0 рма n + o, 


es decir, (&,)22 0 es una sucesión fundamental que converge en 
virtud del carácter banachiano de X. 
Denotemos y (1) = lím En; entonces 


Nën == En Ena l+ Eni еа 
A (8 + ¿+ +1) < 
«21-21. 
Al pasar al límite obtenemos 
р) 22а =й L 201 КРО 
además, 5 
‹ 
ТЕНЕГЕН 


Do aquí y de (1) se deduce que F es continua en el punto y (z) y, рог 
eso, de (4) obtenemos 


РО) = Иш Р) lim F (0 Gann) = 


Sea X un espacio norm: йо; y "м, cierto subconjunto de езе 
espacio. El elemento h Є X se Мата vector tangente (semitangente) 


unilateral al conjunto M en el punto ТЄ М зі existan e >0 y la 
aplicación r:[0, el>X tales que: 


a) z +th +r(EMVEl0, el; 
b) Ilr (0 = o (2) cuando t=> 
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El vector h se Ilama tangente al conjunto M enel punto 1, siem- 
pre que los vectores he y -h sean tangentes unilaterales а Men 2. 


El conjunto de todos los vectores tangentes a M en el punto z se 
designa por 7; M, y el conjunto de los vectores tangentes unilate- 


rales, por Т2 M. Es evidente que tanto Т.М como Т} son conos. 


Si el conjunto 7. М es un subespacio en X, el mismo se llama espacio 


tangente a М en el punto т. 

En muchos casos, incluido el que representa interés para la teoría 
de problemas extremales, el conjunto de vectores tangentes se define 
con ayuda de este corolario del teorema de Lusternik. 

Teorema (del espacio tangente). Sean X, Z ciertos espacios bana- 


chianos,  Є © (т, X), F : U + Z, F € SD (г) y F (2), cierto epimor- 
fismo, M = {x € X \ F (2) = F (2). 

Entonces 

Т.М = Ker F (2). 

A) Soa h € T. M. r(+) la aplicación de la definición del vector 

tangente. Dado que F € SD (2), para pequeños valores de а: 
P (у) = F (z + aħ +r (аў) = F (3) + aF' (2) Ih) + o (a). 
Do aquí ar” (2) ihl + o (a) = 0 y, por lo tanto, F' (<) 1А) = 0, 


es decir, TyM с Ker F' (z). 


B) Sea h € Ker F (2). Supongamos que r (а) = Ф (2 + ah), don- 
de р es una aplicación construida en el teorema de Lusternik. Enton- 
ces 


F (z + ah — r (a)) =Р(т), 


йт (a) Ii = Ip È + ah) < K IF G + ah) — F G) I = o (a), 
es decir, RET¿M. D 


Ejercicios 

1, Construir dos aplicaciones y y y tales que q sea diferenciable según Fré- 
chet, y ӯ diferenciable según Gategux, pero que ef teorema de superposición no 
tenga lugar: p о q no es diferenciable según Gateaux. 

2. Citar un ejemplo de aplicación para la cual no sea 
merementos finitos: f(b) — f (a) + f' (e) (è —a) Ye € fa, 

3. Demostrar que si X es un espacio normalizado, Y Е 0 (%, X), Р: 0 
— R”, F (r) = (f (7), + > << fn (2), F ED (2), entonces Р! (х) será un epimorfis- 
mo tan sólo y solamente cuando las funcionales lincales f; (7, - . ., fa (f) sean 
linealmente independientes. 


la la fórmula de 
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1.5. Elementos del análisis convexo 


Llámase análisis convexo la parte de las matemáticas donde se 
estudian los objetos convexos: conjuntos, funciones y problemas 
extremales, 

1.5.1. Definiciones. Sea X un espacio lineal. El conjunto 
А = Х se llamará convezo si para cualesquiera dos puntos 2, Y л, 
de A y para cualquier número а del segmento [0, 1], el elemento 
az, + (1 — a) т, pertenece а А. 

Todo triángulo en el plano es convexo. Entre los cuadrángulos 
existen tanto convexos como no convexos. Las esferas en un espacio 
normalizado son conjuntos convexos. En particular, son convexas, 


cuando p> 1, las esferas unidades BI): = {z€ R"] Y |л|р& 
a 


<1} de los espacios normalizados 17. 
También son convexos los semiespacios (es decir, los conjuntos 

de tipo {т} (z, Ф) ф) y sus intersecciones. La intersección de un 

número finito de semiespacios en R” se llama poliedro convexo. 

El conjunto К se Пата cono si de la condición z € К se deduco 
que az € K para cualquier а positivo. Son conos convezos los repre- 
sentados por conjuntos convexos 

He aquí ejemplos de conos convexos: ángulo de abertura < л en 
el pli octante no negativo R? еп А"; conjunto de funcionos по 
negativas en el espacio С (7). donde Т es un compacto; semiespacios 
acotados por hiporplanos que pasan por el cero en R”, así como sus 
intersecciones. La intersección de un número finito de semiespacios 
acotados por hiperplanos que atraviesan al cero se llama ángulo 
poliedro con vértice en el cero. 

Supongamos que se ha dado la función f: X— R (i 

U (+00). Con cada una de tales funciones f se hallan relacionados 
Bro conjuntos: 

боту: = (2 1/() < + оо es un conjunto efectivo, y 

epif: = ((a, z) ER x X | a> / (z), г Є domf), la supergráfica 


La función f se denomina солгеха si 1а supergráfica, de f es un 
conjunto convexo. La función р: Х = R (Re * (оо) se 
llama convexa homogénea o sublineal si la рта Cd р езип 
cono convexo. También зе puedo decir así. La función р ез sublineal 
si р (ох) = ар (2) Ya>0, 23X y р (+2) <p (1) + 
++ р (23) Угу, =, ЄХ. La función f se Пата propia si 7 (1) > — 
— оо W(>/:X=>R') y dom/k Ø 

De la definición de conjunto convexo se deduce inmediatamonte 
que la función propia será convexa cuando y sólo cuando se cumpla 
la desigualdad de Jensen: 


1 (az, — (1 — az: < al (2) + (1 — 0) f (2) V л. 
EX, аЄ0 1. 
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Como ejemplos de funciones convexas de una variable son: los 
exponentes exp (az), a Є R, las funciones potenciales |z Р, p> 1, 
y también x5 para т >Ü y + со para z< 0 si В <0. Como norma 
en cualquier espacio normalizado sirve el ejemplo de fonción sublineal. 


Cualquier función afín еп R”, es decir, la a (z) : = 2 amt 


-+a ев, por supuesto, convexa, y cualquier función lineal es sublineal. 
La función igual al máximo de cierta familia de funciones afines 
(lineales) es una función convexa (sublineal) 
ces Los Problemas extremales convexos se examinan en os párra- 
los 2 y 3. 

Sea C cierto subconjunto finito X, es decir, С: = (а... Za}. 


El elemento z = у" от, a>0, $ a, = 1 se Пата combi- 
E A 


nación conveza de C, el clementoE= У Bizi, 6,22 0. combina- 
á 


ción cónica de С. La totalidad de combinaciones convexas (cónicas) de 
los subconjuntos finitos del conjunto A se llama envoltura conveza 
(cónica) de A y se designa por coA (cone А). 

Se puede demostrar fácilmente que el conjunto сод coincide con 
la intersección de todos los conjuntos que contienen А (esa propie- 
dad se toma, a voces, por definición de coA), mientras que el con- 
junto Cone coincide con la intersección de todos los conos convexos 
que contienen А 

La envoltura convexa de un número finito de puntos se llama 
poliedro convezo, mientras que la envoltura cónica convexa de un 
número finito de puntos se denomina cono finitamente generado. 
Entre los poliedros convexos tienen tal estructura (en cierto grado) 
los simplex (envolturas convexas de un número finito de puntos 
afinamente independientes en R"), o sea, los triángulos en R* y 
las pirámides triangulares en R°, 

En la estructura de los conjuntos convexos desempeñan un papel 
especial los puntos extremos. Se dico que el punto т del conjunto 
convexo А es extremo si no existen puntos х, + гу, тү, т, E А y si los 
números А, 0 <A <1 son tales que z = Ал, + (1 — 4z,). Los pun- 
tos extremos son los vértices de los poliedros. Aquí tiene lugar el 
teorema de Minkowski: el conjunto compacto en А" es la envoltura 
convexa de sus puntos extremos. 

1.5.2. Operaciones con objetos convexos. Citemos algunas opera- 
ciones algebraicas y teóricas de conjunto que se realizan con los 
objetos convexos. Se puede demostrar elementalmente que dichas 
Operaciones permiten transformar los objetos convexos en convexos. 

Ора ¡ones соп las funciones. 1) Suma (/, + fa) (2): = fı (1) + 
+ fa (2); 2) convolución: (f, O f4) (2): = inf (f (2) + fz (£3) | 

) máximo: (/ V 7. (т): = máx (fı (т), fa (т); 4) envoltura 
convexa del mínimo: (f со À A @) = mín (af, (2) + (1 — a) 
+ (1—a)f (z) 1910, 1), az, — (1 — a) z; = г). 


39 


La tercera operación puede extenderse naturalmente a la familia 
aleatoria de funciones convexas. 


1) suma: A, — Az: — = {2 |£ 
=t — 3n д4, TEAs 2) convolución — А, | + 142 
Џ (64, NA — a) А,), a El ; 3) intersección: A, ПА, 
= fz |z €A т,Є 42); 4) envoltura convexa de una unión: 
А, со UA, = co (А, U Ay). 

La tercera operación puede aplicarse a cualquier familia de con- 
juntos convexos, Las operaciones 1), 3) y 4), tanto con las funciones 
como con los conjuntos, son absolutamente habituales, lo que no se 
puede decir acerca de las operaciones 2 (de convolución). Su sentido 
y significado serán aclarados cuando se trate de las relaciones duales. 

Conforme a la idea general de este libro, en su primera parte nos 
limitaremos principalmente al caso de dimensión finita. En la 
segunda parte se hablará del análisis convexo en un espacio de di- 
mensión infinita, En la primera parte X es R". 

Una de las propiedades más importantes de los objetos convexos 
es que ellos admiten la definición dual: en los espacios principal 
y «dual», En el caso de dimensión finita (cuando X = В"), el espacio 
dual (espacio de funcionales lineales) puedo ser identificado con В", 
facilitando asimismo nuestro problema. 

Pasemos a la definición de los operadores duales. 

Sea f : R”— R cierta función. Llámase transformación de Legen- 
dre — Young — Fenchel de la función f la función 


Pa: sup (б, y) — / (09). 


De la definición de /* se desprende que /* es la cota superior de 
la familia de funciones afines, es decir, /* os convexa. 

La función /** (г): sup ((т. у) — /* (y)) se denomina segunda 
conjugada con f. De la definición de Sunción conjugada se deduce 
la designaldad de Young: 


y < (+ My. 


Es fácil calcular que la función afín r— а (г; E, а): = Ex — 
=, 


— а será conjugada con la función «elemental» e (y; E, а), igual 
aaen el punto E y a + оо en los demás puntos y, al contrario, 
e (0; 6, а) = а (0; 5, а). 

еа А ип subconjunto no vacío еп R". Llámase polar del conjun- 
to A el conjunto 

y 4° {y ER" | (о, у)<1%хєЄ А). 

Llámase bipolar el conjunto A% = {z Є R" | (z, y)<1 Vy € 4% 
De la definición de A? se deduce que aquí se trata de la intersección 
de una familia de semiespacios que contienen cero, es decir, de un 
conjunto convexo cerrado que contiene cero 
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Es fácil comprender que la polar del segmento 10; z} es el semi- 
plano П, : = (y | tz, 0) 1 y, viceversa, П = [0, т]. Notemos 
también que la polar de la esfera В (0, r): = {z ilz 1<r) es la 
esfera BO, r=). 

Sea K un cono en R". Llámaso cono conjugadocon K el conjunto 


Кж: = {y ER" | iz, y) > 0 Vre К). 


El cono К** {zE R" | (т, y) > 0 Vy g K* se llama segundo 
cono conjugado con K. Dela definición de K* se desprende que ese 
conjunto es la intersección de ciertos semiespacios cuyas fronteras 
son los hiperplanos que pasan por el cero. Por lo tanto, Ќе es un cono 
convexo cerrado. Además, se ve con evidencia que К* = — К. 

Llámase subdiferencial de la función sublineal p el conjunto 


др: = (y | б, y<p (2) Vz}. 


Es fácil comprender que la subdiferencial de Ja norma euclidea 
z= |z |en R" es la esfera B (0, 1) = (2117 < 1). 
Llámase subdiferencial de la función f (conveza propia) en el pun- 


to т el siguiente conjunto: 


j (À: = (Y € R" |а. 


т, y< [@)— ИЕ) Уг}. 


De las definiciones se deduce inmediatamente que др y ôf (2) son 
subconjuntos convexos еп R”. Es fácil demostrar que ellos están 
corrados 

Sea А un subconjunto no vacío еп А". La función 


5А (y) 


= sup {б y) 124) 


se llama función de apoyo de A. 

La subdiferencial de la función linea! z— (7, E) coincide con {$}. 
La función de apoyo del elemento E es nna función lineal de (°, E). 

Después de cada definición se han dado ejemplos que podían 
parecer artificiales. En realidad, ellos entrañan gérmenes de aquellas 
relaciones de dualidad de las que vamos a tratar en los puntos que 
siguen 

Citemos dos definiciones más, Sea A un subconjunto no vacio 
en R", La función 


pA (a): = inf fa >O latr EA) Y +. | ж) 
se Пета función de Minkowski, mientras que 
0. тєл 
ôA t:=( ds REA 


se den ina función indicadora. La función de Minkowski, correspon- 
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diente a la esfera Bip”, es la norma en ly- 


BDY Mallo, ров, 
E 
(В? (2)) = тах | 2,1. 
а 


De la definición de pA (para A convexo) se deduce inmediata- 
mente dicha función convexa homogénea (sublineal). 

1.5.3. Teoremas de dualidad y compacidad. Emunciemos el sen- 
tido exacto de la declaración acerca de que los objetos convexos 
tienen doble descripción. Ese sentido es revelado por el teorema 
siguiento. 

Teorema de dualidad. a) La función f : R"— R coincidirá con su 
segunda conjugada cuando y sólo cuando la misma sea conveza y cerrada 
(es decir, cuando su supergráficasea cierto conjunto convexo y cerrado). 

b) Sea А un conjunto no vacío en R". El conjunto coincidirá con 
a bipolar cuando y sólo cuando A sea convezo, cerrado y contenga 
el cero. 

с) El cono Кс: R" coincidirá con su segundo conjugado, siempre 
que el mismo sea Convero y cerrado. 

d) Sea р: "+ R una función homogénea de primer grado con 
una subdiferencial no vacía. Para que se cumpla la igualdad здр = p 
es necesario y suficiente que p sea sublineal y cerrada. 

e) Sea A un conjunto no vacio en R". Para que se cumpla la 
relación ФА = А es necesario y suficiente que А sea convezo y cerrado. 

La afirmación a) suele denominarse teorema de Fenchel — Moreau, 
y Ja afirmación b), teorema de la bipolar. Expresomos algunos corola- 
rios del referido teorema, representándolos en forma de igualdades 
algebraicas o teóricas. 

а) Sea / una función convexa cerrada propia. Entonces de а) se 
desprende que /, siendo, por un lado, la envoltura convexa de las 
funciones «olementales» asociadas e (°; т, / (2)), z € dom/, por otro 
lado será la cota superior de una familia de funciones afines, о sea, 
de sup (а (-; y, /* (y) | y E дош/*}. 

Sea A un subconjunto no vacio, convoxo y cerrado en В" 
у0ЄА. Entonces А = 110, = NH, donde П, = 
ver 


ses 
= {zlz, у) 1). | 

ү) Sea р una función cerrada sublineal y др © Ø. Entonces 
р = вир {(oy)iy € dp). 

ô) Sea A un subconjunto no vacío convexo y cerrado. Entonces 


A= = пп н 
= 0 Пои sa) 


Пу, а): = (216, y<a). 


Precisamente estas relaciones revelan la dualidad de definición 
de los objetos convesos. Reformulémoslas verbalmente. 
La función convexa cerrada propia es la cota superior de las 
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funciones afines que no la superan (Minkowski). La función sublineal 
cerrada con una subdiferencial no vacía es la cota superior de las 
funciones lineales que no la superan (Hermander). El subconjunto 
convexo cerrado es la intersección de los subespacios que lo contie- 
nen (Minkowski) 

En la segunda parte del libro (p. 8.1), el teorema de dualidad 
será demostrado totalmente en la variante de dimensión infinita. 
Todas las afirmaciones a) — d) tienen, en esencia, igual validez, 
Las afirmaciones b) — d) de la segunda parte del libro se deducen 
de a), o sea, del teorema de Fenchel — Moreau. Aquí demostraremos 
tan sólo la afirmación b), es decir, el teorema de la bipolar. 

< De la definición de la bipolar se desprende que 


Аю= N П,, П,={хт|(т, yi). 
veas 


Está claro que II, es un subconjunto convexo cerrado que con- 
tiene cero. Por lo tanto, зі А = 4%, entonces А será convexo, cerra- 
do y contendrá cero. Ahora demostremos ese teorema en otro sentido 
бл Є Ае y €A”, dela definición resultará que үг. y) < 1. es decir, 


А с 4%. Supongamos que tenemos el elemento х € Ан A. Enton- 
ces (en virtud de la suposición de que А es convexo y cerrado), en el 


segundo teorema de separabilidad se hallará un elemento y ЄВ" 
tal que 


sp Ayo È p1 
А 


La primera desigualdad evidencia que y € А, lo cual significa 


que para x € 4% debe cumplirse la desigualdad (2, y) < 1, y eso 
contradice la segunda desigualdad anotada 

Señalemos el siguiente resultado, 

Teorema de compacidad de la polar у la subdiferencial. a) Sca 
А un entorno abierto de cero еп R”. Entonces la polar A será compacta. 
b) Sea p una función continua sublineal еп В". Entonces la subdife- 
rencial de p será un compacto convexo. Si р es una función sublineal 
cerrada, entonces dp será un conjunto convezo cerrado. 

Ambos resultados de compacidad admiten generalizaciones de 
dimensiones fimtas, Sus demostraciones зе exponen en el р. 8.1. En 
el caso de dimensión finita todo resulta muy sencillo. 

<J a) Ya hemos utilizado el hecho de que la polar es un conjunto 
convexo cerrado, Si la esfera B (0, r) = {z || т |< г) está contenida 
en A, para las polares tendremos un encaje inverso. Pero (B, 0, 
T)? = В (0, rt). Así. А es un conjunto cerrado acotado еп R" 
es decir, un conjunto compacto. 

b) Sea p una función sublineal continua. Siempre se puede esti- 
mar que p> 0 (sustrayendo, si по es así, la función lineal de la 
subdiferencial). Sea M = máx {р (z) |z | = 1). Entonces, en vir- 
tud de la homogeneidad de р(х) <M |x| =: р„(д)\ y, por 
consiguiente, dp c Opy(x) = B(0. М). 
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El carácter cerrado de dp es evidente, por lo tanto (en caso de la 
continuidad de p), др es un conjunto acotado cerrado, o sea, ип 
conjunto compacto. 

1.5.4. Cálculo convexo. En el p. 1.5.2 fueron introducidas las 
operaciones con objetos convexos (sumas, convoluciones, etc.) 
y luego Jos operadores de dualidad (conjugación de funciones y conos, 
де la polar, de 9 y, de з). El cálculo convexo constituye un conjunto 
de fórmulas de este tipo. Supongamos que el objeto convexo ha sido 
formado, digamos, por dos elementos mediante cierta operació 
Es necesario expresar el operador dual de dicho objeto mediante los 
operadores duales de las componentes. En este sentido el cáleulo 
convexo es afín al cálculo diferencial. 

Las fórmulas del cálculo convexo se dividen en dos clases. Unas 
son válidas siempre y entonces escribimos =, y Otras son vigentes 
al observarse determinadas condiciones, Entonces escribimos 22, 

A continuación se expone la tabla de las fórmulas principales. 
i 1. Cáleulo de la transformación de Legendre — Young — Fen- 
chel 

+ ®Ә@4*=1+% 

201/1104 

3. (Mco AID =R V fi 

а Mh V Ie f co A Л. 

11, Cálculo. subdiferencial 

1.0 (P + pa) = дру — др, 

2. 0 (Pa V pa) = др, со U др. 

111. Cálculo de las polares: 

L (A, + AY = А} IE] А}. 

(А1143) = Aj + А}. 
3. (А, ПА) = A; co UAS 

4. (А, co U Aa)? = A; ПА. 

ГУ. Cálculo de las funciones de apoyo: 

1. s (A, + Aj) = sÅ; + 5А, 

2. s (A, NA) = sA; 0 54, (гє sA, co A 4). 

3. s (A, co U A) = sA, V sAr 

De las fórmulas I — ГУ y de las expresiones K* — —К“, L+ = 
= L resultan las relaciones explícitas para los anuladores y conos 
conjugados: 

1. (L,+L) =} NL. 

2. (L, NL)! SL + Lt. 

“ 


3. (К, + Кў*.— КҮП КЇ 
4. (К, ПК) = К+ Ko 


Las fórmulas 1.1, 1.2, Ш. y 111.2 revelan el sentido y la impor- 
tancia de las operaciones de convolución para las funciones у con- 
jontos. 

Exponemos la demostración de las dos fórmulas 
de la tabla presentada. 

Fórmula de Moreau — Rocalellar. Sean р, y ру ciertas funciones 
lineales, de las cuales ру es continua y ру cerrada. Entonces, 


ô (m + Pi) = дру — pr- 

< Si y € dp, + дрз, es decir, si y=Y + Yo Yi Edpy i= 
= 1, 2, entonces (y, у) < pi (2)Vz. Por consiguiente, (z, y) < 
<p +p) (z) Vz, es decir, y E€d(p + pi) => ôP + 0р. E 
cô (p + Pa). 5 

Supongamos que дру + др; + ô (pı + ра) è y € д (ру — ра) 
“др, + pı). En virtud del teorema de compacidad, др es un com- 
pacto convexo, y др, un conjunto convexo cerrado. Por lo tanto 
resulta que др, + dp, es un conjunto convexo cerrado y, valiéndose 


del segundo teorema de separabilidad, se puede hallar un elemento = 
tal que 


importantes 


зр би ъи) < y 
ибт, 
Pero, рог definición, sup {(т, № 4 ya)) | у, Є др, 1, 2) 
з здр, (2) + вдр, (2) = (según el teorema de dualidad d)) = 
= p (2) + pa (2). Resulta que р (z) + ра (2) < (2, y). Eso con- 


tradice la hipótesis de que y € ð (m — pa). [> 
Fórmula de Dubowizki — Miliutin. Sean р, y pa ciertas funciones 
continuas sublineales. En este caso 


ô (pı V pa) = co (òP, U дз). 


< Si y Eco (dp, Udpa), es decir, si y = ay +(1 — a) ya 
y Єдр, і= 1. 2,0 <а <1, entonces (z, у) =а (х, у) + 
+ (1 — a) tr, ya) < ap (2) + (4 — а) pa (2) < (Pi V pa) (2), о sea, 
co (dp U дра) © È (pi V pa). 

Supongamos que 


со (др, U дра) Æ д (р, V р) е 


#Єа(р У руво (әр, U ара). 


De la continuidad de p; y del teorema de compacidad se despren- 
de que dp, son compactas. Pero en este caso la envoltura convexa de 
la asociación co (0p, U др,) también será compacta, о sea, será un 
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conjunto cerrado. Por consiguiente, valiéndose del segundo teorema 
de separabilidad es posible hallar un elemento 2 tal que 
а= sul ё, 
sens AAA 
+0 а) < с, y) 
De las definiciones se deduce inmediatamente que а = 


= „р (ади + (1 а) здр) (2) = (según el teorema de 
ación 


dualidad d)) = 2р P 9 +(1—0) p) D) = д V 


Ур) (2), lo cual contradice la tolerancia de que y € ô (pi V pa). [> 
Para las funciones convexas existen fórmulas análogas 
Si fı y fa son funciones convexas cerradas, cuando f, es continua 
en cierto punto 7, donde f, es finita, рага cualquier punto z € А" 
obtenemos 


д0 А) (2) = др, (2) + дт). 
Si Л y fa son funciones convexas y continuas en el punto т, ade- 
más, f, (т) = fz (2), entonces 
@ (fiV fa) (а) = со (0f, (x) U д}, (2). 


Ambas fórmulas de Moreau—Rocafellar y de Dubowizkt—Miliu- 
tin (para las funciones convexas) admiten generalizaciones de di- 
monsión infinita. Veamos cómo se enuncia la generalización de esta 
última fórmula. 

Teorema de depuración (para las subdiferenciales). Supongamos 
que T es un compacto, y f: T X А" —> R, una función dotada de los 
siguientes propiedades: 

a) f (t, -) es conveza y continua en R" Y tET, 

b) f (+, х) es semicontinua por encima de Y Є В“. 


Supongamos que f(z) = máx f(t, т), y €f (2). Entonces 
E 
existirán r < п +4, т. ЄТ tales que {(т 3) = f Ġ), 


y € Daf (ть 2) е y Eco (и... .. Y) 
La demostración de este teorema se ofrece en el punto 8,2. 


Ejercicios 
1. Demostrar que el cono К es convexo si y sólo si de la condición r, 43 € К 
se desprende que zı +s, K. 
2. Demostrar que no existe una función convexa acolada, determinada en 
toda a recta y diferente de la constante. 


3. Demosirar que toda función convexa, siendo finita en toda la recta, es 
continua. 


4, Demostrar que la función de Minkowski del conjunto conver es tonve= 
xa y homogénea. 
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5. Aclarar con qué valores paremétricos las referidas funciones resultan 
IA 

a) f (2) = + а 

DI) = аах вее 

©), z) = (lz IP $ | za PIP, р> 0: 

9) Уба, Ta) = аца + 2л + ег}. 

6. Serán convexas las siguientes funciones: 

afia) = гїп zta а), 2600, 1 

diasih taln ta =z) 

ҮЧ los funciones conjugadas de los siguientes funciones de una 
varia 

qe b) azt d bz + e; с} | z IP/p, p > 0 

d) 8 (0)es la función indicadora del conjunto A = (0); 

90600 Fo 

8. Hallar las funciones conjugadas de las siguientes funciones de muchas 
variables: 

a) сул, + agza + bi 

b) аңа} + ауыт + azi: 

с) ето + в; 

Ф) 58, donde B= (а, DER Inja 12 taa A p >t 
E hes conjugadas de las siguientes funciones: 
a) Ут}; b) (z? — 49% с) sen z ; d) 4/3; 
Arit irs dhk Nirit i 
10, Hallar las polares de los siguientes conjuntos en el plano: 

a A = (dy 1), (A. 1), @, 1), 0. 9р 

b A = (аа) 12 1) з 

€) el triángulo con vértices en los puntos (1, 0), (1/2, + V/3/2); 

d) Bp = {fan Hg [1 Er |т,|Рє{‚ рь 1; 

e) A'm (а 1 га} + 2а С 1). 

11, Calcular las subdiferenciales de las siguientes funciones convexas 
homogéneas de una variabl 

a) Ll; b) máx (2, 0): 6) máx (2.0) 

12, Calcular las gubdiferenciales de las siguientes funciones convexas 
homogéneas de muchas variables: 


78, d) máx (0, (а, 2), a€ R" 


13. Hallar la subdiferencial de la norma (сото una función convexa homo- 
Rénea) en un espacio normalizado. 

44. Hallar la subdiferencial àf (3) de las siguientes funciones convexas: 

a) X= R, f (r) = máx (0. 1 1), 20 

bx=cdo ih 0059 más 12001, х0 

кө. 

Jos И Hallar lo función de Minkowski para un triángulo con vérlices en 
los puntos 

46. Hallar la función conjugada de la función de Minkowski. 

17, Demostrar que cuando f : => R y /* (rì = / (1 resulta que 0 (2) = 
=1г2. 

18. Mostrar, соп ша ejemplo, que la superposición de dos funciones conve- 

js no es siempre convexa. 


40, Mostrar, con un ejemplo, que la convolución de dos funciones convexas 
cerradas no siempre es una función convexa cerrada 


sen 3ni 
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$ 2. Problemas suaves con igualdades 
y desigualdades. 
Problemas de programación convexa 


En este párrafo se deducen las condiciones de extremo necesarias 
para los problemas suaves у convexos con acotaciones del tipo de 
igualdades y desigualdades. El material aquí usado se basa en los 
medios algebraicos y analíticos corrientes. Uno de los teoremas prin- 
cipales (р. 2.4) se demuestra directamente para un caso general, pero 
se entiende como el mismo puede ser expuesto en una variante de di- 
mensión finita. Los principales resultados del párrafo se examinan 
otra vez en la segunda parte del libro (véanse los puntos 9.1 y 11.1) 


2.1. Problemas no acotados 


2.1.1, Extremos de las funciones de una variable, Sea f : К + R 
una función de una variable real. Analicemos el problema de bús- 
queda de los extremos de esa función: 


Fa) = extr 


Teorema 1 (de Fermi). Si 2 es un punto del extremo local de la 

función f diferenciable en el punto 7, entonces 
1.) =0. 

La demostración del teorema de Fermi figura abora en los pro- 
gramas escolaros y por eso aquí no la repetiremos. El teorema de For- 
mi proporciona la condición de primer orden que se necesita para la 
existencia de un extremo local. Formulemos las condiciones de pri- 
mero y segundo órdenes. 3 

Teorema 2. Sea f una función dos veces diferenciable en el punto т. 


Condiciones de extremo necesarias: si т es un punto de mínimo 
(máximo) local de la función f, entonces 


Г @ =0, 10) 20 CELO 
Condiciones de extremo suficientes: sı 
10=0/(9>0 (070) <0). 
entonces х será el punto de mínimo (máximo) local de la función f. 
Las demostraciones de los teoremas 1, 2 serán expuestas en el 


р. 2.1.2 para un caso más general. 
En un caso unidimensional se puede ofrecer un análisis casi ex- 


haustivo acerca de si el punto dado т es o no es un extremo local. 
Teorema 3. Sea f una función de una variable determinada en cierto 


intervalo que contiene el punto z y que es n veces diferenciable en este 
último. 
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Condiciones de extremo necesarias: si 7 es un punto de mínimo 
(máximo) local de la función f, entonces f (2) =... = f (1) =0 
o bien 

T À=... =) = 


m a “) 
IDS mO) 


para cierto m>1, т < n. 
Condiciones de extremo suficientes: sí se cumple la condición (1), 


entonces z será el punto de minimo (máximo) local de la función f. 
< Según 14 fórmula de Taylor, para una función n veces diferen- 


ciable en el punto 2 tenemos el siguiente desarrollo: 


пака 99 г, 
fos 


ELO cnando z — 0. 
La necesidad para n - 1 se deduce del teorema de Fermat. Sea 
en lo sucesivo n > 1. Entonces f' (2) = [0 (+) = 0 o bien 


=... =D ()=0, [® (т) 50, 1<n. Aquí es posible 
uno de los dos casos: l es impar o Г ев par. En el primer caso supon- 


gamos que q (E) = (2 + VE, EER. Entonces 


e E Ура" 0, 
iai 


cuando Ẹ— O será una función diferenciable en cero. Como 7 € 
€ loemín /, por lo tanto, 0 € locmin q. De acuerdo con el teorema 
de Format, ф' (0) = f” (2)/1) = 0. La contradicción muestra que l 
debe ser par: 1 = Эт, Por eso, de la fórmula de Taylor resulta que 


aa A er, 


nid 
M 0 cuando z — 0. 


Dado que [9% (2) + 0, entonces [27 (2) >0 para т € locmín f, 
y [3 (2) <0 para 2 € locmáx f. 


1695 40 


Suficiencia. Еп vista de que f (3) =... =={"-®(гу = 0, 
$0 (2) 40, según la fórmula de Taylor, 
ют д 
(ml 
>0 para z — 0, 


+01) (o, 


Ta (2) 
pa 
Por consiguiente, si (2 (т) >0, entonces / (2 +2) — / (0) > 
>0 para z bastante pequeños, es decir, cuando z€ locmán /, si 
Кат (2) <0, entonces / (2 +2) — / (2) <0 рага z bastante pe- 
queños, es decir, cuando 7 € loemáx f. [> 
2.4.2. Extremos de las funciones de varias variables y de las funcio- 
nales, Sea f la aplicación del espacio normalizado X al conjunto de 
números reales В, dotado de cierta suavidad, es decir, de determina- 
das propiedades de diferenciabilidad. Llámase problema suave no 
acotado el que presupone la búsqueda de los extremos de la siguiente 
unción: 


10) > extr. (Р) 


Teorema 1 (análogo al teorema de Fermat para los espacios nor- 
malizados). Sea X un espacio normalizado y la funcional f, determinada 


en el entorno del punto т, diferenciémosla según Fréchet (la misma posee 
variación según Lagrange) en el punto z. 

En este caso, si x Є locextr f, tenemos 

16) =0 (6112, А =0 VhEX). 

< Si £ € locextr f, entonces el punto cero será para el conjunto 
Va, € X el extremo local de la función de una variable: A = q (Ah) т 
=f (x + Mi). Por eso ф(0;В) = 0 y, utilizando la definición 
de la variación según Lagrange, obtenemos 6/ (т, А) = 0. Si la fun- 
cional / es diferenciablo según Fréchet en el punto 2, entonces ella 


en este punto tendrá variación según Lagrange. Dado que r€ 
€ locextr f, de lo ya demostrado se deduce que la referida variación 
es igual а сего. De aquí /' (2) = 0 en virtud de la definición de la 
diferenciabilidad según Fréchet (р. 1.3.2). 

Del teorema 1 se desprende que si el punto т proporciona unex- 
tremo local a la función de varias variables f: В“ — R. que es dife- 


renciable en el punto т, entonces todas las derivadas parciales de la 
función f en ese punto se transformarán en cero, es decir, 


“э 2109 TEN 
10-0 = 20. 22=o. 


Teorema 2. Sea X un espacio normalizado, U € 9 (2, X), f: U -> 
=, f ER (2). 

Condiciones de extremo necesarias: si z € locmín (máx) f, 
entonces f (2) = 0, f (2) 15, 21 >0 (07 (0) 15, 2] <0) VW EX. 

Condiciones de extremo suficientes; si /' (2) = 0 y 


Pla > a lx IP 07 (2) lz, 21 < а т) Yre X (1) 
para cierto а > 0, entonces х € locmín (máx) f. 
< Conforme a la fórmula de Taylor (р. 1.4.3), 
аа) = + D l +03 À le z r (0), 


Ur (z) = о (1-11. 
Demostremos el teorema para el caso de mínimo. El caso de máximo 
es análogo. 


Necesidad. En vista de que 7 € locmín $, en primer lugar, según 
el teorema de Fermat (р. 2.1.3), f (2) = 0, y en segundo lugar, 
f (č — Аа) — | (т) >0 cuando А son bastante pequeños. Por eso, 
en virtud de la fórmula de Taylor, ў (2 — Аз) — f (3) = (4/2) x 
xP (te zl +r(02)>0 cuando A son pequeños. De aquí 
(le 2120 Vx EX. 

Sufjelencia. Dado que /' (т) = 0, según la fórmula de Taylor, 
en virtud de la condición 1") lz, 1 > a || 16, tenemos / (2 + 
+a- 09 07 (9, la ага 10Р 00220 
рага z bastante pequeños. Por consiguiente, z Є locmín /. [> 

La definición no negativa de la segunda derivada para las fun- 


ciones de n variables presupone la definición no negativa de la 
matriz а. 

La condición (1) se llama condición de posttividad (negatividad) 
estricta de la segunda derivada (en el sentido de Fréchet) de Ja fun- 
cional f. 

Notemos que en los espacios de dimensión finita, la condición de 
дч 
ий, 


definición positiva de la matriz , es decir, la condición 


ST P 

3 а) Ма (№... А)", h30, 
garantiza una positividad estricta de la segunda diferencial (у, por 
consiguiente, es una condición de mínimo suficiente en el punto 


“ 5 


estacionario). Pero en los espacios de dimensión infinita eso no es 
así [ATF. pág. 242]. 

Las definiciones positiva y negativa de la matriz se establecen 
mediante el criterio de Sylvester. 

Teorema (criterio de Sylvester). La matriz A es positivamente 
(negativamente) definida si y sólo st sus menores principales det Ay, 
donde A, = йу, ‚п, son positivos (у x 


2.2. Problema suave de dimensión finita con 
acotaciones del tipo de igualdades 


2.2.1. Planteamiento del problema. Scan f, : К" Й, 1 2 0, 

‚у + т las funciones de n variables que reflejan el espacio R” 

on R. Llámase problema extremal de dimensión finita con acotaciones 
del tipo de igualdades, el siguiente problema en R": 


fa б) estr; filr) =0, i ы (Pe) 


Seguidamente consideramos que todas las funciones f; poseen do- 
terminada «navidad. 

2.2.2. Regla de los factores de Lagrange. Teorema. Supongamos 
que т es un punto de extremo local еп el problema (Pr) y que las funcio- 
nes 1 =Ù, 1, ...... m, son continuamente diferenciables еп el entorno 
del punto т (condición de suavidad). Entonces existirá un vector no nulo 
de los factores de Lagrange % л... Am) ERA, tal que 
para la función lagranglana del problema (Pr) 


t= Ў М) 
Fe 
se cumplo la condición de estacionaridad 
dep MEN 
Lat, 90 «> LEA, 


рә, уп е» Y as (3) 0. 


< Demostrémoslo partiendo de lo contrario. Supongamos qne 
no se cumple la condición de estacionaridad, es decir, los vectores 
ЖИД), 1 = 0,1, ...... т son linealmente independientes. Eso quiere 
decir que el rango dela matriz А = (28020), 
CA . 

m +1. Entonces, en virtud del teorema de rango matricial. existe 
una matriz M de orden (т +1) (т +1) con un determinante dis- 
tinto de cero. Supongamos, para mayor precisión, que dicha matriz 
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¿mes igual a 


es la integrada de las primeras columnas de la matriz А: 


del =de М #0. 


Und ы) 
T йы. =й 


Estimamos, sin afectar la generalidad, que fo (0 =0. Efectiva- 
mente, si fo (2) +0. entonces hay que someter a consideración la 
función Бш) = fo (2) — 100. Supongamos que para el vector 


омы: FG) = (Pa h Fm) = (ota 
in). o- Im С, Imin -+ s Za); F representa cierto 


a) ER" еп А": y es (еп 
ad del teorema) una aplicación 


entorno del punto T= (Zi, 
virtud de las condiciones de sua 


continuamente diferenciable de ese entorno, F Tr) =0. Además, 


des 9085. n TMA. 
Conforme al teorema de en los espacios de di- , 
mensión finita (р. 1.4.4) existe una aplicación inversa F- de cierto 
entorno de cero, tal que | F- (y) — T |< К | y | con cierta cons- 
tante K>0. En particular, ү e bastante pequeño en módulo 


habrá un vector z(e) = F” (e, 0, ..., 0) tal que FẸ (e) = 
= (e, O, a 0), os decir, 
б te) = t. 6) = 0, 1= 41, «т, 
donde 2 (e) = (л ©, ‚еа (€), Ima +++ Tn) y además 
2р Кре xt) 21КЕ 0 


De las relaciones 1 y 2 se deduce que el vector + по proporciona 
extremo al problema, ya que cerca de él existen los vectores admi- 
sibles z (e), en los cuales la funcional fẹ adopta valores tanto máxi- 


mos como mínimos de /, (2) (recordemos que jẹ (2) = 0). Por lo 


tanto, hemos obtenido una contradicción con arreglo a que 2 € 
€ locextr Pr. Así pues, nuestra suposición (contraria) es incorrecta y, 
por consiguiente, el teorema está demostrado. [> 

Nota 1. De la relación (1) se desprende que si los vectores /¿(7) 

+ / (2) son linealmente independientes, entonces А, 3 0. 

Nota 2. Hablando en general, se puede prescindir del tipo de 
extremo al recurrir a la regla de los factores de Lagrange para proble- 
mas con acotaciones del tipo de igualdades y, al convencerse de que 
Ao #0, adoptar A, por cualquier constante distinta de cero. Para 


los problemas donde participan desigualdades e inclusiones, el 
signo A, tiene validez. 

Formulemos en ese mismo punto las condiciones de extremo ne- 
cesarias para los problemas con igualdades y desigualdades. Sean 
le R” R, ¿=0, 1, .... m ciertas funciones de n variables, 
Llámase problema extremal de dimensión finita con acotaciones del tipo 
de igualdades y desigualdades, el siguiente problema en R": 


Һе) => infi 1,(<0, i=, 
1()=0, i=m +1, 


т, 


(Pr) 


Teorema. Supongamos que x es un punto de mínimo local en el pro- 
blema (Pr) y que las funciones fı, i 0, 1.. . ., m, son continuamente 
diferenciables en cierlo entorno del punto z (condición de suavidad). 
Entonces existirá un vector no nulo de los factores de Lagrange À = 
= (М, М... Àm) ЄА"" tal que para la función lagrangiana del 
problema (Pr) 


Zir A= У Aa 


se cumplan las condiciones: 
а) de estacionaridad 


К i 
Leli h= = УА m0 LE» 


| j=4, 
io 
b) de no rigidez complementaria 
ы, G) =0, т 
с) de no negatividad 
MO, Ред, dm. 


La demostración de dicho problema se ofrecerá en el p. 2.4 con 
arreglo a un caso más general. 


2.3/Problemas de programación convexa 


2.3.1. Problemas sin acotaciones. Llámase problema convezo sin 
acotaciones el problema siguiente: 


f(z) = inf. (Pr) 


Aquí f: X — R ез una función convexa que aplica cierto espacio 
lineal X a una recta ampliada. 

Teorema (análogo al teorema de Fermat). Para que el punto z 
proporcione al problema (Pr) un minimo absoluto es necesario y sufi- 
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ciente que se cumpla la relación 
060/02) 
< xEabsmínPr «> /(х}—/(2) >0=(0, 2—2) => 0€0/(2). 


2.3.2. Planteamiento del problema de programación convexa, 
Llámase problema de programación conveza (o problema convezo) el 
siguiente problema extremal: 


fo (2) — inf; fi (z) S0, i=1, n m, 26А. (Pe) 


Aquí fi XR, ¿=0, 1, т, son funciones сопуехаз 
(funcionales) que aplican cierto espacio lineal X (по obligatoriamen- 
te normalizado) a una recta ampliada; А es un subconjunto con- 
vexo en X. 

En vista de que de la convexidad de la función f no se desprende, 
hablando en general, la convexidad de —/, resulta que (Pr) no es un 
problema de maximización, sino de minimización. 

El punto z se llama admisible en (Pr) si z€ A у fi (2) < 0, 1 = 
Shw 

Lema. Sea X un espacio normalizado. Enun problema convezo el 
mínimo local también es global 


< Sea т € locmín Pr. Eso significa que existe un entorno AL 


del punto z, tal que — оо < fa (2) < fo (x) para cualquier punto ad- 
misible т Є ML. Tomemos el punto admisible aleatorio z. Entonces, 
para a >0 bastante pequeño, el vector F = (1 — а) 2 + az € il 
precisamente será adı ble. Por consiguiente, de la desigualdad de 


Jensen (р. 1.5.1) fo С) < fo (2) < (1 — 2) fo (7) + af (2), de donde 


Lo) < h (2). > 

Por eso ulteriormente, en los problemas convexos, al decir emi- 
nimo» tendremos en cuenta el minimo absoluto. 

2.3.3. Teorema de Kuhn—Tacker. Sea X un espacio lineal; 
fi XR. i=0, 14, .... m, ciertas funciones convezas en X; y A, 
un subconjunto convezo en X. 


1. Entonces, si z es la solución del problema de programación con- 


veza, se hallará un vector no nulo de los factores de Lagrange 
= (ño, А... Àm), tal que para la función lagrangiana ® (2, 1) 


= ЖМ! (2) se cumplan: 
а 
а) el principio de minimo para la función de Lagrange 
mín Z (2, А) = 7 (2%; 
E 
b) la condición de no rigidez complementario 
М.) = 0, id... т 


c) la condición de no negatividad 
м 2>0,4=0,1,..,т. 

2. Si Ay #0, entonces las condiciones a) — с) serán suficientes 
para que el punto admisible 2 sea la solución del problema 

З. Para que dy © 0 es suficiente que se cumpla la condición de 
Slater, es decir, la condición de existencia del punto 7 € A, para el cual 
10) <0, і=1,.... т. 

< Sea т la solución del problema. Estimemos, sin afectar la ge- 
neralidad, que fẹ (г) = 0, de lo contrario introduzcamos nna nueva 
función J, (z) = fo (т) — fo (2). Supongamos que 

= {b = (bo, By... bm) ЄК" | Ja € A: fi (а) < ba 
1=0,4, т}. a) 

А) B es un conjunto convexo no vacio. Efectivamente, R”* € B, 

es decir, todo vector de componentes no negativas pertenece a B, 


ya que en (1) se puede suponer que z = 2. Demostremos su convexi- 
dad. Supongamos que b y 0 pertenecen а 3,0 < а < 1, y ques y 
+" son tales elementos de A que (según la relación 1) Ji (2)< bj, 


а) < Ы, 1=0,4,.... т. Supongamos también que sa = 
= ax + (1 — а) 2. Entonces, za € А, ya que А es convexo y. en 
virtud de la convexidad de las funciones /,, ¿=0, 1, .-., m, te 
nemos 


Hi (ča) = fi (as а) r) Safi (r) + (4 — a) fla’) < 
< ab + (1— a) bi, 
es decir, el punto ab + (1 — a) b' € B. 
Denotemos C = (e = (6, 0, 0) € R" | ey <0). 
В) С es un conjunto convexo no vacio, y С N B = Ø. Efectiva- 
mente, si existiera un punto с = (со, 0, . - _‚ 0), с, < 0 pertenecien- 
tea B, en virtud de la definición (1), de aquí se deduciría que existe 


un elemento 2 Є A para el cual se cumplen las desigualdades fẹ (2) < 
<%<0,/,() <0, 1-1, ..., т. Pero de estas últimas se de- 


duce que z no es la solución del problema. Por eso С 8 = Ø 

Según el primer teorema de separabilidad, los conjuntos B y С 
pueden ser separados еп el caso de dimensión finita (р. 1.2.2), es 
decir, existe un vector А = (Ay, А... Am) 0 para el cual 


м 5 ль, > У 3 aer (2) 
En vista de que oe por lo Ж тө según la expresión (2), 0 > 
> эр Ўле, = sup АС,. De aquí А, 220 y, рог consi- 
guiente, sp, Мб; =0. Entonces la desigualdad (2) adoptará la 
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siguiente forma: 


hb, 30 WEB. (9) 
С) Los factores hy, 1 = Ô, .. .. m satisfacen las condiciones de 


no negatividad. Efectivamente, dado que ya hemos dicho que todo 
vector de componentes no negativas pertenece a B, el vector (0, 
.. 10,4, ..., 0) ЄВ, donde la unidad se sitúa en el ¿-ésimo 
ingar. Después de introducir ese punto en Ja expresión (3) obtenemos 
que А, >0. 

D) Los factores А,, i = f, . . .. т satisfacen las condiciones de 


no rigidez complementaria, Si /: (2) = 0, la igualdad Afi (2) = 0 
será trivial. Supongamos que /, (2) 3 0 para cierto i. entonces 
19 <0. El punto (0, ..., 0, Ji (3), 0, .. ., 0) € В, donde el nú- 
mero /, (2) se sitúa en el i-ésimo ugar (en (1), en voz de x es suficien- 
te introducir el punto 2). Tras introducir ese punto ен la expresión 
(3) obtenemos Mf, (7) > 0 y, por consiguiente, A, <0. Pero en el 

ponto C ya hemos demostrado queA, 2 0. Por eso A; = Oy Arfi (т) = 


E) En el punto 7 se cumple el principio de mínimo, Tomemos 
€ А, entonces el punto (fa (х). fi (2), -+ + «> fm (2) € В. Después de 
introducir ese punto en la expresión (3) obtenemos 


Y df, (1) =f (2,970. 
о 
Ahora, si tomamos en consideración la igualdad fo (2) = 0 y las 
condiciones de no rigidez complementaria, entonces, para cualquier 


ZE A obtendremos 


L(,)>0 


YD Lam. 


La afirmación 1 del teorema está demostrada. 
Р) Demostremos la aficmación 2. Sea An #0. Supongamos que 
м = 1. Entonces obtenemos, para todo z admisible, 


o л "ОЕ Ж" 
к>» + 5 А0) LA 220,0 =) + 
+ мо, 
es decir, х es Ja solución del problema. 


G) Demostremos la afirmación 3. Supongamos que se cumple la 
condición de Slater, pero en este caso Ay = 0 en la afirmación 1. 


эт 


Entonces surge imediatamente la siguiente contradicción: como no 
todos los factores de Lagrange son iguales a cero, resulta que 


(= У hh (D<O=L (5, 


mientras que, a consecuencia de a), £ (т, А) > £ (т, А). [> 


2.4. Problemas suaves con acotaciones del tipo 
de igualdades y desigualdades 

Examinemos el problema siguiente: 

hi> 1 (0) 0. =1,...,т‚, РО) = 0, (Р) 
donde /,:Х В. 0,1,..., т, F: X — У, X, Y son espacios 
normalizados, 

Teorema. Supongamos que X e Y en (Pr) son ciertos espacios bana- 
chianos (condición de banachianidad); f; ESD(2),=0,1,....m, 
F € SD (+) (condición de suavidad); e Im Р (2), un subespacio cerrado 
en Y (condición débil de regularidad). Entonces, si х Є\остіп Pr, 
existirá un vector} € R'*! y una funcional y* Є Ү* que, sin ser iguales 
simultáneamente a cero, serán tales que para la función de Lagrange 
del problema (Pr), 


Ly DOF, 


se cumplirán las condiciones: 
a) de estacionaridad 


LEN ADA G) yt =0; 
b) de no rigidez complementaria 


М.) =0, 1=1,..., т 
с) de no negatividad 
2>0; i=0,4,... т. 

Hemos formulado el teorema para el caso de dimensión infinita, 
con vistas a utilizarlo en esta parte del libro (en el $ 5). La demos- 
tración se basa en dos afirmaciones referentes al análisis funcional, 
las cuales se someten a demostración en la segunda parte del libro 
(р. 7.2). Quienes deseen analizar este teorema en la variante de di- 
mensión finita, deberán tomar en consideración aquellos dos lemas de 
álgebra superior те han de utilizarse en vez de los lemas del р. 7.2. 

Notemos que la formulación del teorema (р. 2.2.2) carece do re- 


quisitos acerca del carácter cerrado del subespacio Im Z” (2). Eso se 
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explica por el hecho de que el subespacio de un espacio de dimensión 
finita siempre es cerrado. 

Pasemos a la demostración del teorema. 

< Podemos estimar que fẹ (2) = 0, de lo contrario examinemos 
la función fo (2) = fo (2) — fo (2). Si f (2) #0 рага 1<i<m, 
entonces debemos rechazar esa acotación, ya que, para un extremo 
local, la acotación f; (т) < 0 no tienen importancia. Por esta razón 
podemos considerar que ya se han cumplido las condiciones de no 
rigidez complementaria. 


A) Caso degenerado. Si Im F' (2) es un subespacio propio de Y, 
entonces, según el lema de no trivialidad del anulador (р. 7.2), 
existirá una funcional y* € Y*, y* 5 0 tal que (y*, y) = 0 Wy € 
Elm F (i)e (у*, F' (2) (el) = Wz EX <= {F (1))*y* =0. S6- 
lo queda suponer que A; = 0, j = 0, 1, ..., m y Megamos a la afir- 
mación del teorema. 

B) Supongamos que Ё' (2) aplica X a todos los espacios Y, es 


decir, Im F’ (2) == Y. Sea, para 0 < k <m, 
Ar НС (д. ж) 0. = Е, „т. РА = 0) 
Es obvio que Ay СДС... C Am 


Lema 4 (principal). Si т Є locmán Pr, entonces A, será un con- 
junto vacio. 
<< Supongamos lo contrario, es decir, que А, + Ø. Entonces 


existirá un vector E € Ker F (2) para el cual 4fi (т), E) = В, < 0, 
m. Según el teorema de Lusternik* (р. 1.4.4), exis- 
ión г: [а а} = Х (a>0) y un número K tales 


FUAR + rA) = 0 М Ela, al, 
йт) КПРС АЮ РС = КАЕ (2) el + 
оф) = 000. (1) 
Para pequeños A > 0 tenemos las siguientes desigualdades (cuan- 
doi =0,4,.... m): 
AUE HAOD =D HAG 8 4 
oM = Ми +о)<0. (1) 
Las relaciones 1 y 11, = 1, ...., m testimonian que para ре- 


queños 4 > 0 el elemento 2 +AE -+r (2) es admisible en el proble- 
ma (Pr). Pero en este caso resulta que la desigualdad (14) contradice 


el hecho do que 2 € locmín Pr. 


* En el caso de dimensión finita, según el teorema de función implícita, 


59 


С) Lema 2. Si Am es un conjunto vacio, el principio de Lagrange 
será válido para el мее (Pr). 

<I Como Am = {r | Galo), 0) <0, А (2) ll =0} ез un 
conjunto vacío, por lo tanto, (fm (2), г) — 0 para cualquier z € 
€ Ker F' (т), es decir, fm (т) (КегЁ” (z))+. Dado que (Ker А (7)) = 
= im (F' (х) *, según el lema acerca del anulador del núcleo de un 
operador regular (р. 7.2), existirá y* € Y* para el que 

Ln G) 40Р (9) = 0 

Hemos obtenido la condición de estacionaridad de la función de 
Lagrange £ (x, y*. А) con M =... = Ami =0, dm =1. DD 

“Así pues, de los puntos В) y C) se deduce que el principio de 
Lagrange ya está argumentado {Am = 9) o que 


Ж, 0O<k<m А, =Ø, Arn = Ø. B 
D) Lema 3. Si se cumplen las relaciones (2), entonces T = 0 será 

la solución del siguiente problema: 

Шш), dm NO, 20, 

i=k +1, m, FG) ll =0 (Pr 
<1<1 Supongamos que la afirmación del lema es incorrecta, En- 
tonces so hallará un elemento n tal que ifi (2), 1) 50, isk + 
+1. ут. А) = 0, pero еп este сако (fi (2), 1) <0 
Sen E un elemento perteneciente a As, es decir, (fi (2), E) < 0, 


=k +1, т, F (2) 18] =0. Entonces, el elemento з) + eẸ 
con pequeño к > 0 pertenecerá a A, en contradicción con (2). г> [> 
E) Conclusión de la demostración. Apliquemos al problema 
(Pr) el teorema de Kuhn—Tucker (р. 2.3.3) tomando en considera- 
ción que la condición de Slater para ose problema se cumple (debido 
а la no vacuidad de Ap). Según este teorema se hallarán ciertos 
números negativos Aa = f, Aass - Аы que contribuirán a que 


para la función de Lagrange del problema (Pr) £ (x, A) = 5 м< 


0 (Ñ, г) se cumpla el principio de mínimo en el punto F = 0: 
mín L(2,1)=%(2,1)=0. 


sere ré 
De esta última relación se desprende que 


б) ОА, д=0 para cualquier 
zEKer F’ (2), 


es decir, 
Y, AAE) E (Ker F (т). 
= 
En vista de que (Ker А (2): = Im (F (2))*, según el lema 
del anulador del núcleo del operador regular, existirá уе € Y* para 
el cual 


A HE ни 0. 
Pero esta expresión es precisamente la condición de estacionaridad 
de la función de Lagrange £ X (z, y*, A). suponiendo que Ay = 
=... = ма = 

Nota, De la demostración del teorema se deduce quesi Im F" (2) = 
= Y (es decir, si F es regular en 2) y existe nn elemento ЛЄ 
€ Кес F (т) рага el cual (f; (2), h) <0, i = 1, -.., т (llamemos 
esta condición análogo de la condición de Slater), entonces М 9 0 
у, por consiguiente, podemos suponer que Ay = 1 


2.5. Ejemplos 


ЕТ ra extr. 
n necesaria de extremo de primer orden 


na función 


‚©. MD AD Ley 24 200 
ra ы” ое» {аиа 
Hoxolviendo este sistema de ecuaciones hallamos el único punto ostario- 


mrio = fo a) = (1, 0). Para verificar las condiciones de segundo orden 


oscribimos la" matriz de segundas derivadas: 


СТЛ 2—4 
CTO (3 2)- 
De acuerdo con el criterio de Sylvester (р. 2.1.2), esa matriz es definida 
ii Ер virtud de la condición de sulicieneia del extremo de la función 
les (p. 2.1.2). (1. 0 € locmún f. Es fácil comprender que en rea- 
lidad (1, 0) Є absmain/, mientras que Say = + о. 
2. da + dejo ели арф 
Soluelón. Ki la regla de factores lagrangianos. 
con acotaciones del tipo de igualdades (Р. 2. 


= ао БА 0 
La condición necesaria: 
L£:=0>%, -Ar=0 d+ Ar = 


St Ay = 0, entonces à 5 0. Por consiguiente, partiendo de las ecuaciones 
anteriores resulta que г, 0 El punto (0, 0) no es admisible. Supongamos 
que Ay 5 1, Entonces 7, = — 2, 7, = — 3/24. Introduciendo 7, y туеп 


“ 


acotación z} + 73 = 1, resulta que } = + 5/2 y obtenemos, respectivamente, 
dos puntos estacionarios (4/5, 3/5), (—4/5, —3/5). 

Según el teorema de Weierstrass existen soluciones de los problemas 
de máximo y mínimo. AL considerar los valores de la funcional en los puntos 
estacionarios, obtenemos 


(475, 3/5) Є absmáx. Smax 
(—45, —3/5) € absmín, Smin = — 5- 
3. аа a inf a+r <5 др +r ti = 3. 
Solución. Apliquemos la regla de solución de problemas suaves con acata- 
del tipo de igualdades y desigualdades (р. 2.4). La función de Lagrange: 
(a+ ADAL — + аз 5) + М (д + 22 + 13) — 3). 
> condiciones necesarias: 
a) de estacionaridad 
2,02% + a + 
£, 04 20:10. 
х= бе» Ath Hh 


°, 


м=о, 


by de no rigidez complementaria 


E) 


€) de no negatividad А, > 0,2,2 0. 
› 
м = 0 Š M = А, = 0 todos los factores de Lagrange son ceros, Sea Ay + 1'2. 


D} 

Supongamos que M y 0 =ў 2r, — za + лу — 5 = 0. Expresemos los valores 
ети АУ, de la condición a) mediante A] y A е, introduciéndolos en las ecua- 
cionta n, d ту ту З, 24 — ту+- лу — 5 = 0, obtenemos Ау== —0/14 < 0, 
lo cual contradice la condición e). Entonces з = ду — т; = 1 es un punto 
crítico. 

La foneión (lr) = + {+ 8 + es para |= + eo, por consiguien 
te, sogún el corolario del teorema de Weierstrass (р. 1.2.1). la solución del pro- 
bioma es real y, en virtud de le unicidad del punto crítico, esa solución sólo 


puede ser una. Así, z- (1, 1, 1) €adsmin, Soi =3- 
4. (Ax, 2) -> inl; (z, 1) =1 (€ А", A—(04,), „ү CS Una matriz simétrica). 


Solución. La existencia de la solución de 7 resulta del teorema de Weers- 
= {гєк" рх |z]? = (2, z) = 1) es compacta. 


trass, ya que la esfera 57 
La función de Lagrange: 


ж = h An 2) +h (20. 
Las condiciones necesarias: 


E ho h) = 0 Ar БА 0, А20 


Si Ay = 0, entonces A, # 0 y, por lo tanto, z= 0, lo cual contradice la 


ecuación de relación (z, z) = 1. Sea А, = 1. En este caso Az = — Aiz, Por 
consiguiente, la solución será el propio vector de la matriz A. Después de multi- 


plicar complementariamente А2 = — A3 por 2 obtenemos Spr = —A. Con 
Otras palabras, la solución del problema de mínimo es el propio vector de la 
matriz A, correspondiente a su propio valor mínimo. 
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2.6. Acerca de los métodos de solución 
de problemas extremales. 
Método de gradiente y método de Newton 


Aquí nos limitaremos al caso elemental de minimización inrondi- 
cional de dimensión finita, es decir, a la minimización de la función 
suave / en un problema no acotado: 


fiz) iof; TER”. (Pr) 


Anteriormente hemos prestado mucha atención a las condiciones de 
extremo necesarias. 

La leoría de problemas extremales propone la siguiente receta 
para resolver el problema Pr. Es preciso hallar todos los puntos que 
satisfagan la condición necesaria de 
primer orden (es decir, el teorema 
de Fermat) 


1 (2) = 0, a) 


y después verificarlos con arreglo a 
su máximo y mínimo recurriendo 
a los criterios de segundo orden 
Pero cabe señalar que, al resolver 
problemas prácticos concretos uti- 
lizando ordenadores, los métodos 
de búsqueda de extremos no siem- 
pre se hallan directamente enlaza- 
dos con la teoría de problemas Fig 2 
extremalos. Dicha teoría permite 

comprender mejor los planteamientos de tales problemas, las posibi- 
lidades que ellos encierran, etc. Mostremos que también existen otros 
métodos muy electivos que difieren (al aplicarlos, por ejemplo, al 
TO de minimización incondicional) de la solución de la ecua- 
ción (1). 

Pero comencemos, no obstante, por el método antiguo, pertene- 
ciente a Newton y destinado precisamente a la solución de la ecua- 
ción (1). 

Sea F: R"-» R" una aplicación de clase C*. Para resolver | 
ecuación F (2) = 0 es aplicable el siguiente procedimiento. Se Loma 
cierto punto 20 y luego se construye la sucesión de puntos según la 
regla 


hos 


(Р' бул Ра), k=, 1, (2) 
Este procedimiento para el caso de n = 1 se expone en la fig. 2. 
Para hallar los puntos de mínimo de la función f € С? (R") con- 

forme a la expresión (1), es necesario usar el procedimiento (2) siem- 

pre que se elija 19 en calidad de aproximación inicial. Entonces 1) 

gamos al siguiente proceso iterativo, denominado método de Newto 

map (fp (18) 77 (4), k=0.4,... (3) 
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x 


Se puede mostrar que si f” satisface la condición de Lipschitz y 
la de convexidad fuerte (47 (2) >al) y la norma f (2%) es bastante 
pequeña. el método 3 convergirá al punto 7 de mínimo global ў con 
una velocidad cuadrá de (1 — z || < Cg”). 

El método sujeto a examen no está relacionado directamente con 
la solución de la ecuación (1). El mismo consiste en lo siguiente 
Supongamos que / € С? (R”). Entonces será necesario elegir de nuevo 
cierto punto inicial 7° y construir la sucesión de puntos conforme а 
la regla 


a a), >. k=0,4,... (4) 


Tal tipo de procedimientos se denominan métodos gradientales. 
El número al se Mama longitud del paso del método. 

La idea del método es sencilla. El vector f’ (2) tiende al máximo 
crecimiento de la función f en el punto r, mientras que el vector —/ 
se halla orientado hacia el lado de máximo decrecimiento. Cada vez 
que realizamos la iteración (4) «descendemos» por la funcional. Por 
cso se puede esperar que nos aproximemos al punto de mínimo. 

La variante elemental del método gradiental surge cuando о" == 
=g = const en (4). Se puede mostrar que si el gradiente /' satisfa- 
ce la condición de Lipschitz, f se halla acotada por abajo y а es 
bastante pequeño; además, en este caso /' (%) — 0 cuando А — оо. 
А su vez, si suponemos que / es una función muy convexa, se pon- 
drá de manifiesto el hecho de que z* tiende al punto de mínimo glo- 
bal f a velocidad de progresión geométrica 

La comparación de los dos métodos descritos refleja sus rasgos 
fuertes y débiles. Los rasgos fuertes del método gradiental son: la 
sencillez de los cálculos y la pequeña suavidad aplicada a f. Pero 
ese método converge más lentamente y requiere experimentos para 
elegir a, Sin embargo. el método de Newton converge con gran rapi- 
dez, pero son bastante estrictas las exigencias do suavidad de la 
función, Además, el mismo requiere un número de cálculos mucho 
mayor, Todo esto se examina más detalladamente en [5, 16 y 24), 
así como en la monografía de F. Р. Vasíhev «Métodos de solución 
de problemas extremales» (Moscú, Ed. Майка, 1981). 


$ 3. Problemas de programación lineal 


La programación lineal es nna de las partes mejor elaboradas 
teóricamente de los métodos de optimización. En ella se estudian 
los problemas acerca del extremo de la función lineal con acotaciones 
del tipo de igualdades y desigualdades, también dadas en forma de 
funciones lineales. Este tipo de problemas desempeñan un papel muy 
importante en las aplicaciones prácticas, sobre todo en la economía. 
En el presente párrafo se examinarán los aspectos fundamentales de 


СЯ 


la referida teoría: las cuestiones relacionadas соп la existencia de 
soluciones, los criterios de la solnción, los algoritmos numéricos y 
la teoría de dualidad. 
3.1. Método simplex 
3.1.1. Planteamiento del problema. Llamaremos problema general 
de programación lineal el problema 
(с, 2) inf: Ar<b. (Pr) 


Los problemas de programación lineal se analizan, por regla go- 
neral, reducióndolos a la forma canónica 


(с, z)— зир: Ат = b, т;>0, (Pro) 


o a la forma normal 


(с, х) — su 


Ar<bx>0. (Pro) 
СЕК", b= (br, 00 +1 Om) € 


Aquí z= (tr 


ER", A ) es una matriz de dimensio- 
nes mxn con columnas а? = (af, в})}=1.... 

La forma canónica es más cómoda para describir los algoritmos 
de solución, además, los problemas (Pr) у (Pr) se utilizan a me- 
nudo al examinar las cvesliones de existencia de soluciones y de duali- 
дай. El problema de forma normal siempre puede ser reducido a una 
forma canónica o general introduciendo coordenadas complementa- 
rias y cambiando la matriz А. Pero también son posibles resultados 
inversos. Por ejemplo, si se ha dado el problema (с, 2) => sup; 
Ar<b, (z>0, es posible introducir las coordenadas 


= (fatis - e ntm) У Obtener un problema de forma canónica: 
е, 2) = вир; (~, 7) + Zn41 = bp 
1>0,7>0 


Designemos por C el conjunto de puntos admisibles en un proble- 
ma de programación lineal. Ese conjunto es poliedro convexo en el 
espacio R”. Es fácil notar que el extremo de la función lineal (sí 
éste existe) puede ser alcanzado en el punto extremo (angular) del 
poliedro convexo. El número de puntos extremos del conjunto С, que 
se dan en forma de un número finito de igualdades y desigualdades 
lineales, es un número finito [20, pág. 190). Por lo tanto, para resol- 
ver un problema de programación lineal (si esa solución existe), es 
suficiente examinar los valores de la función (с, т) en todos los 
puntos extremos del conjunto С. Pero la búsqueda de todos esos 
puntos y el estudio de los valores de la función es nna operación 
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bastante compleja. El método de solución del problema de ргорга- 
mación lineal (método símplex) que se expone más abajo permite, 
partiendo de cierto punto extremo inicial, pasar a otro punto en di- 
rección del máximo crecimiento del valor de la función. 

El problema (Pr,) se llama no degenerado si todo punto extremo 
del conjunto С contiene exactamente m coordenadas positivas. 

Sea z el punto extremo en un problema no degenerado con m 
coordenadas positivas гу, . . ., Zm (supongamos que son las prime- 
ras). Entonces el vector z puede ser representado en forma de г 
= (тыз, Zao pas), donde гы, = (ту, ..., Zm) es el vector básico; y 
тюм, = (0, .... 0) € R°", el vector no básico. Análogamente 
la matriz А puede ser representada en forma de А = (Aras, Áno 145) 
у азі demostremos (р. 3.2.3) que la matriz Aza, по es degenerada. 

3.1.2. Regla de solución. Para resolver un problema no degenera- 
do de programación lineal es necesario: 

1. Reducir el problema a la forma canónica (Pr, 

2. Localizar el punto extremo д, = (21, .... Zm, O... 0)€ 
€R”,z,>0, i= 1, «m en el conjunto de elementos admi- 
sibles C, El método de búsqueda del punto extremo inicial será des- 
crito más abajo. 

3. Hacer la tabla simplex para el punto extremo inicial xq. 

Aclaraciones respecto a esa tabla: la misma contiene п + 4 colum- 
nas y т + 4 renglones 

En la primera columna, desde el tercero hasta el m + segundo 
lugar se encuentran los vectores básicos ‚+ Om correspondientes 
al punto extremo inicial ту = (д... Zm. 0, + .., 0) sujeto а 
examen. 

En la segunda columna, en lugares análogos están situados los 
valores су del vector с con los mismos números que las columnas а. 


са. 
partiendo de la tercera columna, зе en- 

". Debajo de ellos se ofrece su 
-a а”. Está claro que b = 


PS у туа = Ў аш, jami i, o. 
E 


IA 

Escribamos z = (сы. т) en el penúltimo renglón de la colum- 
na debajo del vector b; y 2, = (Cras, z`), debajo de los vectores с}, 
¿=1,..., п. Está claro que г, es el valor de la funcional en el 
punto extremo inicial zy, 2, = су, = 1, . . ., m. En el último renglón 
se escribe la diferencia entre los elementos del penúltimo renglón y 
los elementos del primer renglón: A; = hiso dy e 

4. Analizar la tabla simplex. 

a) Si A > 0, el punto extremo =, será Ja solución del problema. 

b) Si А, <Ô y 2) < 0 para cierto j, el valor del problema será 
Smir = +o. 
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c) Supongamos que el renglón А tiene números negativos y que 
las columnas correspondientes 2? contienen números positivos. 

Supongamos que mín А, = Ajo <0. Evidentemente que m -+ 
+1<j, <n. La columna correspondiente al índice jọ se Пата 
columna de resolución. Si sín A; es alcanzado por varios valores de j, 
en calidad de columna de resolución elegiremos la columna con cual- 
quier índice de ese tipo. Denotemos 0; = 21/2;j0 Рага Zijo > 0, 
i=4,... т, Ө = mín (0,2% >0, 1,...m)]=0,>0 
El renglón del vector а' se denomina renglón de resolución. Si піп 6, 
es alcanzado por varios valores de і, en calidad de renglón de resolu- 
ción elegiremos el renglón con cualquier índice de ese tipo. El ele- 
mento т Situado en la columna de resolución y en el renglón de 
resolución se llama elemento de resolución де la tabla, 

Seguidamente se ha de eliminar el vector а“ del número de vecto- 
res básicos, y en su lugar tomar el vector a'*. El valor de la funcional 
en el nuevo punto extremo Xnuevo COn Nuevos números básicos 1, . . . 

‚э do — 4, dor do + Le crecerá еп 0,4 jo» 
п plex para la nueva base a), ... 

А , ao, аҹ", .. ‚ ato, es decir, de hecho, desarrollar los 
vectores b, al, ..., а" con arreglo а esa nueva base. Señalemos, sin 
argumentación (lo cual será realizado en el p. 3.2.3), la manera de 
hacer la nueva tabla simplex según la tabla anterior. Los elementos 
ту de dicha tabla, situados debajo de los vectores b, al, ....., a" y 
que no se hallan en la columna de resolución o en el renglón de reso- 
lución de la tabla simplex anterior, se calculan por la regla del rec- 
tángulo: 


хь) 


„ „» 


del número 21) se resta el producto de zy; por туу, dividido entre ipjo 
Los elementos del renglón de resolución se calculan por la fórmula 
j . Está claro que los demás 

те = 1 son iguales 


(Einjo)auevo = азад j= 1. + 
elementos de la columna de resolu 
а сего. 
Luego debemos analizar de nuevo la tabla simplex, es decir, 
regresar al p. 4, etc., hasta que lleguemos a la solución del problema. 
3.1.3. Ejemplo. Resolver el problema no degenerado de programa- 
ción lineal en la forma canónica 


La + т, + ту — җ— зир; ту — I, + Zg 
z> 0, t=1, 2,3, 4, 2 +r +e =3 
con un punto extremo inicial dado 2, = (0, 0. 1, 3). 
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фач) 


iddaa A | Ө о 2—1=у 
(ao) чу | (our) | “s „| em А 
UN чо, СОЯ о о ЕА ЕЗ “” 
to а. otiz nene | А 3 i Я P 
aq 
e ue ye эше wo œ 4 
uz e, эш, wz У > 


Solución. Los 


vectores básicos а? = (1, 0) y at = (0, 1). Hagamos 


la primera tabla simplex: 


De esta tabla 
se pueden tomar 


se deduce que en calidad de columna de resolución 
las columnas а! y a?. Para mayor precisión tomamos 


la columna a?. Entonces Ө = 3 y el renglón de resolución será al. 


Sustituimos, en |]; 
cemos la segund; 


la base, el vector at рог a?, y para la nueva base ha- 


а tabla simplex: 
Б 
а 


КИКШЕН 
= | 1 | а | | “ | 
TP 
e ala | 2 | ' | o | ' | 
я 1 | 5 | 1 | ' | 2 | 
11 
El vector 2 — c > 0. „рог eso el punto z = (0, 3, 4, 0) será la so- 


lución del problema y Smax = 


Si en calidad de columna de {жан en la primera tabla sim- 
plex hubiéramos tomado Ја columna a', llegaríamos a un mismo punto 


(0, 3, 4, 0), pero 


deberíamos hacer mayor cantidad de pasos. 
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3.2. Argumentación del método simplex 


3.2.1. Teorema de existencia. Ехашіпетоѕ el problema de pro- 
gramación lineal en su forma general 
(с, 2) => inf; Az Sb, (Br) 
Palit 
donde с, z € R", DER", A -( ў J. Spr ез el valor nú- 
РОСА 
merico del problema Pr; у ArgPr, el conjunto de soluciones de ese 
mismo problema, o sea, el conjunto de puntos admisibles z € R" 
рага los cuales (о, г) = Spe- 
Teorema, Si el valor numérico del problema Pr es finito (| Sp: | < 
< оо), existirá su solución (ArgPr + Ø). 
< Señalemos inmediatamente que, en vista de que el valor nu- 
mérico del problema es finito, el conjunto de elementos admisibles 
по es vacuo (Оре 92 Ø). 
Analicemos el conjunto 


K = (а, ЄЙ x В" |Зт. (c, х) <а, Ar<z). 


Evidentemente que K es un cono convexo. 
Lema 3. K es un cono finitamente generado. 
< < Mostremos que K Gn (th 

ө күр} donde 6, = (с,. 

ban = (i, +0) Ensa = (0, e) 


= (0, 0, 1). 

КЕ encaje сопе {48u » -u tbm Entro < o Бан) CK зе 
deduce del becho de que todas las generatrices del cono se encuentran 
en K. Efectivamente, suponiendo z = +e; en la definición del cono 
K, obtenemos que +Ẹ; € K, = 1, ..., п. Para los demás і hay 
que tomar z 

En cambio, si el vector E = (а, 2) = (æ, 2y, .. . m) € K, en- 
tonces para cierto z = (т, «> .. 2a) € R" (c, т) < a, Az < 2. Eso 
quiere decir que para ciertos В, > 0, . . ., Êm >Ù se cumplen las 
relaciones 


X emth=a Ў аа, 


Lo cual precisamento significa que 
a 


À онча Maroma, D= 


Como 2 z= зт, resulta que 
Ente): DD 


а 20. БЕ. н. 


Lema 2 (acerca del carácter cerrado del cono finitamente genera- 
do). El cono finitamente generado es un cono cerrado. 

A< Sea K = cone ы. гу} = (e — Ми 130, 
ESA, sa М} л. ул ER 

4 Supongamos que АА = У) Mz; para el vector А = (M, .. 


© 
С А) ER", entonces AGZ (RY, В"). La imagen AR” (denoté- 
mosla por L) es un subespacio de dimensión finita en R”. Según el 
lema acerca del operador derecho inverso (р. 7.2), existe un opera- 
dor inverso acotado M: L— RY tal que 


А Ма = аўт Є1, |Mr1<ClIzl 0 

Supongamos que 7 + 0 pertenece a la clausura de К (7 = 0€ К 
según la definición), es decir, existe una sucesión (Wien, А = 
= (Alo... М) tal que AA? — :1°* — z. Entonces se hallará ko > 0 
tal que, рага K>k|z'|<2z y de la expresión 1, obtenemos 

det а 
Тр Аа р Са р 2С 15 1. 

A consecuencia del carácter acotado de (2%), de ésta puede ser ele- 

gida la sucesión contenida convergente 25 =» А. Entonces 


"ЖҮЛ. СА 
АЁ = ПАА шл = 2261. 


э-» 


Está claro que 2 € К, о sea, K es un conjunto cerrado. D D> 
Según la condición, existe el elemento admisible z, es decir, el 
punto ((c, х), b) ЄК Además, el valor numérico del problema 


а > —oo (en particular, (с, z) > а). Todo eso significa que el con- 
junto A = (2 € R (а, b) € К} no ез vacuo y que a = inf (a |a € 


€ A]. De aquí se desprende que (а, b) pertenece a la clausura de К 
y, según el lema 2, también a K. Lo cual precisamento significa que 


existe un valor de 2 para el cual (c. г) Са, Ат < b, es decir, z es 
la solución del problema. [> 

Análogamente se demuestran los teoremas de existencia para los 
problemas de programación lineal planteados de otras formas: 


150. | <œ > Arg Pr + Ø 


De ese mismo modo se demuestra que el mínimo existe en la 
función poliedral máx ((с,.2) + №) dela variedad afin (bj, 2) = 


{сєз 
=0,1<j<m<n(r ER”. 
n 


3.2.2. Teoría de dualidad y criterio de solución. Analicemos el 
problema de programación lineal (р. 3.1.1): 


(с, 2)>imf; Az<b. (Pr) 
Llámase dual a éste, el problema 
Ф, у) зыр Aty=c, y<0. (Рг*) 


La deducción de un problema dual se ofrece en el p. 11.1.1. Si 
presentamos el problema (Pr*) en forma de (Pr) y le buscamos 
problema dual, resultará que el problema dual a (Pr*) será el pro- 
blema (Pr). Por lo tanto, hemos obtenido un par de problemas duales. 

Es fácil deducir que a un problema do forma canónica le será 
dual el siguiente problema: 

(b, уу inf; Азу с 

Рага los problemas de forma normal, los más simétricos resul- 
tan los problemas directos y duales: 

(с, 2) = вир; Az S b, r > 0, 
b, ріл; Ауре. ур 0. 

Aguí los vectores б y с se cambian de lugares, inf se sustituye 
рог sup y, viceversa, la matriz A se sustituye por una matriz trans- 
puesta y, a su vez, las desigualdades matriciales se reemplazan por 
desigualdades orientadas en sentidos opuestos. 

Teorema 1 (de dualidad). Para un parde problemas duales de pro- 
gramación lineal tiene lugar la siguiente alternativa: el valor de uno 
de los problemas es finito (y entonces también se finito el valor del se- 
gundo problema y ambos valores coinciden), o bien el conjunto de ele- 
mentos admisibles es vacuo en uno de los problemas (y entonces el otro 
problema es incompatible o tiene valor infinito). 

La demostración se ofrece en el р. 11.1.1. 

Teorema 2 (criterio de solución). Sean z e y los elementos admisi- 
bles en los problemas directo (Pr) y dual (Pr*) respectivamente (2 € Dry, 
yE Dpr. Entonces 3 e y serán las soluciones еп sus problemas respec- 
tivos (т € Arg Pr, y € Arg Pr*) si y sólo si se cumple la igualdad 
(с, т) = (y, b). 

Necesidad. Sean z € Arg Pr, y € Arg Рг*, lo cual significa que 
ambos problemas son compatibles y sus valores son finitos. De acuer- 
do con el teorema de dualidad, esos dos valores son iguales, es de- 
ой, (e, 2) = Spr = Spe = (y, b). 

Suficiencia. Sean z, y los elementos admisibles aleatorios en los 
problemas (Pr) y (Pr*), "sea, Az < b, А*у = с, y < 0. 

Entonces 

(с, z) = (4*y, т) = (y, Ar) > (y, b). a) 

De la desigualdad (1) se deduce que (c, x) > (y, b) para cual- 

quier 2 € Dre. Nosotros tenemos (c, т) = (у, b), por lo tanto, 7 
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es la solución del problema (Pr). Análogamente se deduce que у es 
la solución del problema (Pr*). D> 

No es difícil comprender que el teorema 2 es válido no sólo para 
los problemas (Pr) y (Pr*), sino también para todos los problemas 
duales de programación lineal. Utilicemos ese teorema en el p. 3.2.3 
para argumentar el método simplex de los problemas de programa- 
ción lineal de forma canónica. 


3.2.3. Demostración del método simplex. 

Proposición 1. El punto z admisible en el problema (Pt¿an) es el 
punto extremo del conjunto de elementos admisibles, si y sólo si las co- 
lumnos de la matriz A, correspondientes a las coordenadas positivas del 
vector x, son linealmente independientes. 

< Demostremos la necesidad y suficiencia partiendo de lo contra- 
rio. A) Sea z un punto extremo del conjunto C. Supongamos que son 
linealmente dependientes las columnas de la matriz А que corres- 
ponden a las coordenadas positivas del vector z. Estimemos, pará 
mayor precisión, que esas columnas son al, . ..., аћ. De la depen- 
dencia lineal se desprende que habrá un conjunto no nulo de núme- 

Й 


ros Ay, ..., Ay рага el cual Y) ^а! = 0, es decir, AA = 0 рага el 
a 

vector A = (dy, ..., Ano O, + + +, 0) E В“. Entonces el vector z (0) = 

= 2 + ӨХ será admisible para O próximos а cero, lo que contradice 

el hecho de que z es el punto extremo del conjunto de elementos 

admisibles. 

B) Supongamos que el punto admisible z y Jas columnas de la 
matriz А que corresponden a las coordenadas positivas del vector х 
son linealmente independientes. Para mayor precisión otra vez 
consideraremos que dichas columnas son a', ..., al у que = no 
es el punto extremo del conjunto C. Entonces se hallarán ciertos 
puntos admisibles y y 2, y + 2, distintos de z, tales que, para cierto 
a,0<a<tx=0ay+ (1 а) 2. De esta última igualdad so 
deduce que no serán nulas Jas coordenadas de los puntos y y 2 que 
corresponden а las coordenadas de z, es decir, las primeras A coor- 

fà $ 


denadas. Dado que Y уш! =b, Y za! = b, entonces Y) (yı — 
Al = A 


— 1) a = 0. De aquí se deduce que los vectores al, al son 
linealmente dependientes, Lo que contradice la condición. Por con- 
siguiente, nuestra suposición es incorrecta y el punto т es el punto 
extremo. [> 

Proposición 2. Cualquier punto de un problema no degenerado 
posee no menos de m тебеде positivas. 

< Demostrémoslo de Jo contrario. Supongamos que existe un 
punto admisible con menos de m coordenadas positivas. Para mayor 
precisión considereramos que aquí se trata de las primeras Æ coor- 
denadas (k < т). Analicemos el conjunto С de soluciones del siste- 
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ma Ay = b. у >0, donde y = (0... А) ЄК, А = (0, 
- ., aè} es una matriz del orden de k x п. Sea y el punto extremo 

del conjunto С (зе entiende bien que ese punto existe). Entonces el 
punto z = (y. 0) Є В", siendo extremo en el conjunto C, tendrá 
menos de m coordenadas positivas, lo cual contradice el carácter no 
degenerado del problema. [> 

Proposición 3. Un punto admisible en un problema no degenera- 
do contiene exactamente m coordenadas positivas si y sólo si el mismo es 
el punto extremo de un conjunto de puntos admisibles. 

<I Demostremos Ja necesidad partiendo de lo contrario. Supon- 
gamos que el punto admisible en un problema no degenerado contie- 
ne m coordenadas positivas (para mayor precisión supongamos que 
son las primeras). Además, supongamos que ese punto no es el punto 
extremo. Entonces, según la proposición 1, las columnas а!, ..., а" 
de la matriz A serán linealmente dependientes. Eso significa que 
entre las soluciones del sistema Ау = h. y > 0. donde A = (a, . . 
а") y = (и... -e Ym) ER”. habrá una solución y que po- 
soerá menos de m coordenadas positivas. Por consiguiente, el vector 
z= (у, 0) € R" es el punto admisible (es decir, z € C) que tiene 
menos de m coordenadas positivas, lo cual contradice la proposi- 
ción 2. 

La suficiencia se deduce de la definición del problema no dege- 
nerado. [> 

Teorema, Sea 2 = (t, ....Zm0 a, 0) E В", i > 0, i 
= 1, ...m el punto eztremo en el problema no degenerado (Ptcan) 
de programación lineal en forma canónica. Entonces: 


а) si A>0, 2 será la solución del problema; 

b) si A, <U y 7 <U para cierto j, el valor del problema será 

máx = +o; 

с) si no se cumplen las condiciones de los puntos a) y b), тишет 
será el punto extremo del conjunto de elementos admisibles; en este caso 
el valor de la funcional aumentará en —8,^;, y el desarrollo de los 
vectores Znueyos Al, . ... a” se realizará por el método simplez. 

Д a) Denotemos у == Аф! сы, (y recordemos que det Лы, э© 0). 
En vista de que =m+4,....2, 


Aj = (быз, 20) — су = (Abay 20) — су = (Y, Аыаті) — су = 
=(. аў—су>0 


eso significa qua Año ызу > Cno ыз Y, por lo tanto, A*y > c, o 
sea, y es el elemento admisible en el problema (Pr) del p. 3.2.2, el 
cual es dual respecto al problema inicial (Prcan) de forma canónica 
(p. 3.1.1). Por otra parte, dado que las primeras m coordenadas del 
vector A*y — с son mulas, resulta que 


(Ary—0, ® =0 <> (с, 2)=0b y). 
7, 


Así pues, según el criterio de solución, 2 es precisamente la solu- 
ción del problema. 


b) Supongamos que z (t) = 2 — tal + tey. Entonces < (t) >0 y 
Az (f) = AZ Аы? + е = Ат — tal + ta! = b, 
o sea, т (t) es un elemento admisible Vt > 0 y, por lo tanto, 


(20) (e, P) = р) + t le ер) = —t(—e)= 
=1A; =+ оо) 


cuando t — +00. 

с) Supongamos que no se cumplen las condiciones de los puntos 
a) y b) del teorema. Entonces, para cierto т + 1 < joS л, Aj <0 
y Bo = mín (2/2, | Ziz, > O) = тг >0. Tomamos [= 
= (ыы, Ino мз), dno pas = (0... Ly ++ ++ б), бын 75 — Ari Ano pas X 
X done = (00) = 2 — 0. Entonces As (0) = Az + 841 = 


Ах D, Zuo bas (00) == Oulno bas 2 0. Toss (б) + Toas + Oo p= 
ту» — OpAbisAÁon апо ыз = Тыз— Вона» = лм — бут» = 0 
en virtud de la elección de Bo, es decir. х (8y) es el punto admisible. 
En vista de que, según la proposición 2, el punto admisible en un 
no degenerado contiene no menos de m coordenadas 
positiv: ada zi, del vector ты, — Ooz% se 
convertirá en cero. Consiguientemente, el punto admisible ты (0o) 
tiene exactamente m coordenadas positivas en los lugares 1, ... 
cose — Ly do + f, . сот, ja y, por lo tanto, según la proposición 3, 
el punto Znuevo = 2 (б) Será el punto extremo. Además, el valor de 
la funcional aumentará en — 6,4, (véase la demostración en el 


Las fórmulas (ганд = i — Osti = Ti лыы, = 
SA m, (тышты = Oo = ллы, significan que la columna 
Zea еп Ла nueva tabla simplex ha de escribirse según el referido 
método de confección de dicha tabla. Mostremos que las demás со- 
Jumnas (tna)? también se construyen con arreglo a ese mismo 
método. Para este fin calculemos las coordenadas (2/Juurva de desa- 
srollo de los vectores, j = 1... ., n según la base ai, 7... ай 
PI а. 

En la base anterior 


an ащ = X tyt atun 
= =. 
ы +» 
j=1, эп, 


de aquí, para j=j, obtenemos 


в» = Y) air, 4 ат, 
1 


і 


% 


Como x,,,>0, resulta que 


а= Y ат 


entonces 
< ЫГЫ; П А 
= Ў (HE) а Ha jsf, т 
iri, 


Por consiguiente, 
бы 


j=l, -oa па (гаен) 


бо) у аы 
il б, т р, y A (Lig devo =0, it lo [> 


$ 4. Cálculo clásico de variaciones 


En este párrafo se deducen las condiciones necesarias de primer 
orden para algunas clases de problemas que tradicionalmente so 
examinan en el cálculo clásico de variaciones (c.c.v.): problemas de 
Bolz, problemas elementales de c.c.v., problemas isométricos, etc. 
Al deducir las condiciones necesarias de extremo, hemos tratado de 
utilizar tan sólo los medios elementales del análisis clásico, por eso 
los materiales de este párrafo pueden ser estudiados independiente- 
mente del párrafo anterior. 


4.4. Problema de Bolz 


4.1.1. Planteamiento del problema. Llómase problema de Bolz 
el siguiente problema extremal de funciones continuamente diferen- 
ciables С! ([£,, £,)) no acotadas en el espacio: 


Pl) Ll, тй), ха + (сб), 
а 


yt) estr. (Pr) 


Aquí L = L (t, z, z) es una función de tres variables; у 1 = 
= 1 (т, 21), una función de dos variables. El segmento Íte, 2,1 se 
considera fijo y finito, —оо < tp < t < +00. El problema de Bolz 
es un problema elemental del cálculo clásico de variaciones. 

La función Z se Iama integrante; la función /, terminente; y la 
funcional 2, funcional de Bolz. 

Digamos que la función 2 (+) € €? (lt, 
ma (Pr) un mínimo (máximo) local (d 


11) proporciona al proble- 
)'o, que es lo mismo, a la 


т 


funcional @ en el espacio C? (lte, tl). y, escribimos x (+) € 
€ loc mín Pr (loc máx Pr) зі se halla 6 >0 tal que con cualquier 


función т (>) € Cl (lto, 1\1) para la cual |12 (-) —2(-) lh <6 х 


x («эт () — E C) leman <8. MEE — 05 Meinen < 6 
se cumple la desigualdad 


BDSP 00) (9 60) < 9 (т (-))). 

A la par соп el extremo débil, en el cálculo clásico de variacio- 
nes tradicionalmente también se estudia el extremo fuerte, En este 
caso se amplía algo la clase de funciones en las que se examina la 
funcional #. El extremo en el problema se busca entre las funcio- 
nes z (-) pertenecientes а KC! (fto. £,1), es decir, entro las funcio- 
nes continuamente diferenciables a trozos. En el р. 9.2.4 regresaro- 
mos al concepto de extremo fuerte. 

Al resolver problemas del cálculo de variaciones utilizaremos 
de aquí en adelante, los términos de «extremo absoluto» o «extremo 
global». A estos términos se les puede dar un sentido corriente, se- 
gún el cual la función hallada tiene valor extremal de la funcional 
dentro de todas las funciones admisibles (en nuestro caso las funcio- 
nes admisibles pertenecen а С! о a АС"). No obstante, por regla gene- 
ral, las funciones que proporcionan el extremo absoluto a Со a 
КС“. en realidad proporcionan ese extremo a una clase más amplia 
de funciones, mejor dicho, a todas las funciones absolutamente con- 
tinuas en las que ha sido definida la funcional. 


4.1.2. Condiciones necesarias de extre: 


Teorema. Supongamos que la función z (+) € C' (lta, tl) propor- 
ciona un extremo local débil al problema de Bolz (Рт). Se estima que el 


integrante L es continuo junto con sus derivadas parciales en т y 2 еп 


cierto entorno del conjunto (И, £ (t). т (0) | t € lto. t:l}. mientras que 
el terminante 1 ех continuamente diferenciable en el entorno del punto 


(lo). т). 


Entonces Èx t) € С" (00, tM (Èi = Li TO, x (0)) y son 
cumplidas 
a) la ecuación de Euler 


ti і È 
іі, 0-0 


b) las condiciones de transversalidad 
de, le, (E (D. 7 (0) 
Lot) = Pika i 


<i Demostremos el teorema en varias etapas. 


A) Definición de la variación de Lagrange. Tomemos una fun- 
ción z (-) € С? (lte, 1,1) aleatoria pero fija. Dado que 2 (-) € loc extr 
Pr, la función de una variable 

OM: =P E) +A) | LO LAO, HAED de 


+U (to) HAr (lo), 200) Аа (t) 
tendrá extremo cuando А = 0. Supongamos que F (t, A) — L (1, 


2 (0) + Az (0), z (f) + Ac (0). De las condiciones de suavidad apli- 
cadas a L, z (+), 2 (-) se deduce que la función q (A) es diferenciable 
en cero. Efectivamente, las funciones F y Р, son continuas en cierto 
rectángulo [2,0] 1—4 Aol y, por lo tanto, valiéndonos del conocido 
teorema del análisis, podemos efectuar la diferenciación bajo el 
signo de integral (15, 1. 2, pág. 107). Pero entonces, según el teorema 
de Fermat, q” (0) = 0. Diferenciando la función ф y suponiendo 
que A = 0, obtenemos 


20 DEBAN A 
Ыл ы) EN Tiahla) = 


= (охо width tht) @ 
h 


Va (-)— C' (lto, 141). 


Así pues, hemos calculado la variación de Lagrange según la 
funcional de Bolz y hemos aclarado que la condición necesaria 


para un extremo local débil de dicha funcional en 2 (.) consiste еп 


la Aguada a cero de su variación de Lagrange. 
) Lema de Dubois — Reimond. Sean continuas las funciones 


а, (+) y a, (-) en el segmento lt, t,) y sea cumplida, para cualquier 
función continuamente diferenciable z (:), z (to) = z (ti) = 0, la 
igualdad 


A 
{ао 0а (0) 0) 
А 

Entonces la función a, (») será continuamente diferenctable y 


09 4 09(1) =0. 
44 Tomamos una función p (+) € C* (lto, 4) tal que рф = 
п Г 


=a (t) е $ р 4 = { а, (0) dt. Entonces, рага cualquier 
4 Ч 
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función z (+) € С' (lte, 4)l, 2 (Ь) = z (f) = 0 deberá cumplirse, 
según la condición del lema, la igualdad 


0= f (a (E+ ao (0) 2 0) dt = B 
E 
amiga | (дари) = {09-р 04. 
7 KI 1 


Elegimos una función 2 (+) EC! (00, 4) tal que 2 (0) = a () — 
— p (i), £ (to) = 0, Entonces, en virtud de la elección de la fun- 
ción р (>), 
s n 
Tu= Zadt= ji (e ()—p(0) 4 =0. 
ù 


ñ 
Por consiguiente, para la función z(-)==7(-) ha de cumplirse la 
4 


igualdad (2), o sea, | (a; (1)— p (A)? dt =0. De esta última relación 
ù 

se deduce que а, (t)= p(t), es decir, а, (-)EC" (lto 1), 210 y 
+a) =0. DD 

“E) Terminación de la demostración. La igualdad (1) so cumple 
para cualquier función z (+) € С! (Ito, 2,1) y, por lo tanto, para todas 
las funciones z(-) ЄС; (tos t) = {z (°) € C (to tl) |z (to) = 
= a (ts) = 0). Por consiguiente, de (1) se deduce que 


¿070 +L, 020) de=0 


VEC) Ci (lo, ta. 

Según el lema de Dubois — Reimond. (3) 
LECU 4) у 
$h o+ W=. 


Integrando por partes en la igualdad 1 (lo cual se ha hecho posi- 
ble en virtud dela inclusión demostrada 2; (-) € С' (ty. 1) y te- 


т9 


niendo en cuenta (3), obtenemos 


e 
fiora 


LOTO) dt Їл (to) а(н) 


y 
=Í (0-3-1, Ojal dr + det) = 


de ted АЁ б) 7 (o) == 0 
Va (JEC (lo, tab» 


Introduciendo sucesivamente z (1) = L — ty y z (f) = l — t, en 
la expresión (4). llegaremos a las condiciones de transversalidad 
Б) = be, y Le (to) = „р> 

Nota. Debemos señalar que esas tres clapas de demostración del 
teorema aparecerán de una u otra forma al demostrar otros teoremas 
del cálculo clásico de variaciones y de control óptimo. 

El conjunto de condiciones para hallar el extremo local débil, es 
un conjunto completo, Efectivamente, la ecuación de Euler es una 
ecuación diferencial de segundo orden. Su solución general compren- 
de dos constantes iucógnitas, Para determinarlas existen dos ecuacio- 
nes: las condiciones de transversalidad. 

Hemos formulado el teorema para el problema unidimensional 
de Bolz. Señalemos ciertas modificaciones necesarias que deben in- 
troducirse para el caso vector 

Supongamos que en el problema (Pr). 2 (-) = (2 (2)... 
ta (C). L = L (l ty ть, fis ©... Ta) ев una función de 
f variables; у! T y Zen: бү. => Tyn), una función 
de 2n variables. Las condiciones necesarias en el problema vectorial 
de Boltz constan del sistema de ecuaciones de Euler 


і, 004 L,,(0=0. A 


y de las condiciones de transversalidad establecidas por el sistema 
de ecuaciones 


і. (д = (O о) 1 =4, n, k=0,4 
sy 


La demostración del teorema en el caso vectorial se reduce trivial- 
mente a una demostración unidimensional. 


4.4.3. Ejemplo, 
i 


PEN] -dHe etr. 
Н 


Condiciones necesarias: 
a) ecuación de Euler —F L. — Ls =0 «> 2% +1 
b) condiciones de transversalidad 


L; (0) = а, L; (1) = —Ьш > 7 0) 


20) = —z (0. 


Solución general de la ecuación euleriana: z ({) = —-Ё- + Cit + Cy. 
Valiéndonos de las condiciones de transversalidad hallamos que 
= 0, С, = 3/4. En resumen, existe la única extremal admisible 
z (0) = (8 — 4. 
Mostremos que esa extremal proporciona un mínimo absoluto al 
problema. Efectivamente, si л (+) € С! (|), entonces 


A 
PGH -PG= | 2а ide 
И i 


А 
-$Í hdi+23(1)h (1) +h? (1). 
з 


Integrando por partes y teniendo en cuenta que 7 (0) = (3 — 2)/4, 
obtenemos 


2744) hdt+ 


ТИ 
ж (09а) #600208) 
ШЕП 


‚ ‚ 
+ f йаа 250) ар) = | hè dt +h (120. 
è 


Resultado. 2 (1) — (3 — 2/4 € absmin, Smar = +00. 
4.2, Problema elemental del cálculo 


clásico de variaciones 


4.2.1. Planteamiento del problema. Llámase problema elemental 
del cálculo clásico de variaciones, el siguiente problema extremal en 
C' (ito, til): 


e 


Hat) =1 Lt, z(t), 200) dt extr; 
k 
Z(t) = т» х()= д. (Pr) 
Aquí L= L (t, z, z) es una función de tres variables, denominada 
integrante. El extremo en el problema se halla entre las funciones 
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х (+) ЄС! (lto, ty) que satisfacen las condiciones en los eztremos o en 
las condiciones de contorno z (tẹ) = Zo, z (1) = 21. Tales funciones 
se llaman admisibles. 

Decimos que la función admisble 2 (-) proporciona un mínimo 
(máximo) local débil al problema (Pr), y escribimos = (+) € 
€ locmín Pr (locmáx Pr) si existe б > 0 tal que, con cualquier fun- 
ción admisible z (-) para la cual Y z (-) — 2 (-) |, <ô, зе cumpla 
la desigualdad 

2 @ (+) > 2 (& ()) O ESI E. 

4.2.2. Condición necesaria de extremo. 

Teorema. Supongamos que т (+) € C' (lto, 1,1) proporciona ип ez- 
tremo local débil a un problema elemental del cálculo clásico de variacio- 
nes, y el integrante L es continuo juntamente con sus derivadas parciales 
en z y x en cierto entorno del conjunto((t, т (t), 7 (1)) } t € lto, t}. En- 
tonces L; (+) EC! (lto, t ) y se cumple la ecuación de Euler 


а A 
9 L¿(0+L.(0) =0. 


<Razonamos igualmente que hemos razonado al deducir las 
condiciones necesarias en el problema de Bolz. Tomamos la función 
aleatoria, pero fija, 2 (+) € С; (lto, h ). En este caso x (+) + Az (+) 
será la función admisible VA € R. Supongamos que q (А) = 9 (£ (-) + 
+ hz (:)). De la condición = (-) € locextr Pr se deduce que 0 € 
€ locextr q. Utilizando la diferenciabilidad de la función y en сего 
y la expresión para la variación de la funcional (p. 4.1.2), obtenemos 

t 


POIO 20) { ¿(0204 „шту =о0 


de 
Мг) ЄС. (100, А). 


Del lema Dubois — Reimond se deduce que L3 (+) Є C* (Ito, tl) 
y que, por lo tanto, se cumple la ecuación de Euler. [> 

El conjunto de condiciones para hallar la extremal admisible es 
un conjunto completo. Además, la ecuación de Euler es una ecuación 
diferencial de segundo orden. Su solución general contiene dos cons- 
tantes incógnitas. Para determinarlas existen dos ecuaciones: las 
llamadas condiciones en los extremos. Por consiguiente, la extre- 
mal más a menudo admitida es una extremal única. 

Hemos formulado el teorema para un problema elemental unidi- 
mensional del cálculo clásico de variaciones. Señalemos los cambios 
necesarios que requiere el caso vectori: 


Sea z (-) = (а (0), 1 Za С) E = L (6 2i + 
+ та) una función de 2л + 1 variables en el problema (Рг) del 


зе Bas йз aaa 
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р. 4.2.1. Las condiciones necesarias en un problema vectorial ele- 
mental constan del sistema de ecuaciones de Euler 


4 Ж 
+ y O +Lx, (1) =0, dl, oun 


La domostración del teorema en el caso vectorial trivialmente se 
reduce a una demostración unidimensional. 
4.2.3. Integrales de la ecuación de Euler. Si el integrante L = 


= L (t, т, л) no depende explícitamente de una de las variables, la 
ecuación euleriana se reducirá a una ecuación más simple. 


1. Si el integrante L = L (t, 2) no depende explícitamente de z, 
la ecuación euleriana se reducirá a la ecuación 


1.0 =0. 


2. Si el integrante L = L (t, т) no depende explícitamente de z, 
tendrá lugar la integral de impulso 


1; (0) = const. 
3. Si el integrante L = L (z, 2) no depende explícitamente de 


t, tendrá lugar la integral de energía (ambas denominaciones de di- 
chos términos se han tomado de la mecánica clásica) 


0) — L (8) = const 


(para la demostración es suficiente diferenciar Ja relación con arreglo 
a £ y utilizar la ecuación de Euler). 


4.2.4. Ejemplos. En este punto, mediante ejemplos examínaremos las 
relaciones entre las soluciones de un problema elemental del cálculo clásico de 
variaciones y los oxtremales, 

Ejemplo 1 (la extremal admisible existe, es úmca y proporciona un extre- 
mo global. 


‚ 
Jep- | rasini r00, (M1 
П 


Ecuación de ЕШ . 
Solución general: z = Си + Cy. La única extremal admisible es 7 = t. 
La extremal proporciona un minimo global al problema. Efectivamente, 


sea h (-) E С} (10, 1]). Entonces 2 (-) + А (-) será una función ad; 
problema y 


Ле en el 


sa i 
IEA IA { сеа} їй= 
і 2 
А | Ñ 
52 | iat f иа | захо 
CS è 
є зз 


En ese ejemplo todo está bien, poro en los que siguen surgen complicaciones 
diferentes, 

Ejemplo 2 (la extremal existe, es única, proporciona un oxtremo global, 
pero no es una función continuamente diferenciable). 


i 
дес) {вова #@=0, 20)=1 
è 


(ejemplo de Hilbert). 
Ecuación de Еше jerne ару С «> ›=сгїһ, 
Solución general: х = Сй + Съ La única extremal que satisface las 


condiciones en los extremos es z = тї. 
Está claro que la extremal по es una función de clase CU (0, 1]), ya que 


(у € C (10, 4)). Mostromos, no obstante, que ella proporciona un mínimo 
global al probloma entro todas las funcions absolutamente continuas 2 (-). que 
satisfacen las condiciones de contorno y para las cuales la integral ,J es finito, 
Efectivamente, para cualquier A (+) de este tipo, 


y 
m9 f en (EE)? х 
è 


1 1 1 
гъыз 


ха—\ (5) Р f Tiar оихо 
a è 


Ejemplo 3 (no зіна solución del problema ni extesmal admisible incluso 
entre las funciones absolutamente continuas). 
1 
TOS { аала т(б=0, (0) 0 
è 
(ejemplo de Weierstrass). 


Ecuación de Euler: (2r) = 0 «э Pr = C «> 2 = бб. 


Solución general; z= {C;/1) + Cr 

No hay ninguna extremal que satisfaga la condición de contorno z (0) = 0 

Ез obvio que „7 (2 (æ O, y para cualquier función absolutamente con- 
tinua (г{.) 20 JÈ) > 0. Mostremos que la cota inferior en el problema 
es igual a cero. Analicemos la sucesión de las funciones admisibles з, (f) = 
irctg nt/arctg n. Tenemos 


А 
a 
Ian f “ares 
И 


Un 1 


de * de 


Ejemplo 4 (la extremal admisible existe, es única, pero no proporciona 
extremo). 
зат 
3a 


део» { maria 2 0) (E 


Ecuación de Euler: z+ z 

Solución general: z= C, sen t+ C¿cost. La única extremal admisible 
es z= 0, 

> Examinemos la sucesión de funciones zy (t) = (4/n)-sen (21/3). Es obvio 
que у, (+) son funciones admisibles y г, (-)> z (-) = 0 en С! {[0, 32/2)), pero 
en este” caso 


pl Sa a 
Ied- E ($1) - SOI E 
Del ejemplo 4 se deduce, en particular, pe? la ecuación de Euler es una 


condición de extremo necesaria, pero no suficiente. 
Ejemplo 5. 


‚ 
гео-\ (A A) de inf; 


=(0)=0, z(1)=0. 
La cota inferior de la funcional es 
suficiente analizar ln sucesión munimiz: 
П 
а, (9= | sign sen zantar, a=1,2, 
è 
Las funciones zp (-) tienden a cero con uniformidad, mientras que | % (= 


= 1, a oxcepción de un número finito de puntos, es decir, „У (xn (-)) > 0. Por 
vtra porte, sí ту (0 = 0, tendremos 7 (za (+)) = 1, pero 5i z (2) $0, entonces 


jala сего. Para cerciorarse de ello es 
jora de Jas funciones de KC! (0, 41): 


гесу ( xi dt >0. Por lo tanto, Ја cota inferior de la funcional по 


% 
es alcanzada en ninguna función admisible. 

Las sucesiones de funciones semejantes a з, (-) se llaman regimenes des- 
lizontes», ya que el control en ellas (en este ejemplo se trata de una derivada) 
paroce como st se deslizara entre ciertos valores (en exte caso entre +1 y —1). 


4.3. Problemas isoperimétricos 


4.3.1. Planteamiento del problema. Llámase problema isoperi- 
métrico (con extremos fijos) en el cálculo clásico de variaciones, el 
siguiente problema en el espacio С! ([4,, !\]): 


Jlr) 


L 
Vale, (0, 0) dt— extr; (Pr 
ñ 


зер |1 әш, йй =. di 


200) <p z(t) =. 2 


donde ау, ..., ањ son números fijos dados. 


Las acotaciones de tipo (1) se llaman isoperimétricas. Las funcio- 
nes fi, i „1, . . .. m se Патап integrantes. Las funciones z (+) Є 
ЄС! (lte, 41) que satisfacen las condiciones isoperimétricas (1) у 
las condiciones en los extremos (2) se denominan admisibles. 

Diremos que la función admisible 2 (-) proporciona al problema 
(Pr) un mínimo local débil y escribimos z (-) € locmín Pr (locmáx Pr) 
si existe ё > 0 tal que para cualquier función admisible z (-), a la 
cual le corresponde || = (-) — 2 (-) llcutro, ар < 8, se cumple la 
desigualdad 


H EN > д» @ (Ө) (00: 0) < д» E (ОУ. 
4.3.2. Condición de extremo necesaria, 


Teorema. Sea que la función z (-) proporciona un extremo local débil 
al problema isoperimétrico (Рг). Además, las funciones f;, i = 0,1, ... 


+, m y sus derivadas parciales en z y 2 son continuas en cierto en- 
torno del conjunto {(t, т (t), х (5) £ € lto, 4,1) (condición de suavidad). 

Entonces se hallarán los factores de Lagrange Ap, M, - + o, dm 
que no todos son iguales a cero y que рага la lagrangiana 

L= Y fill a) ЄС (to t) 
se cumple la ecuación de Euler 
-4 L.0+L,()=0. 

A) Variaciones de Lagrange de las funciones 2). Escribamos las 

variaciones de Lagrange de las funcionales J; (véase el p. 4.1.3): 


e 
EAN 00207,04 


“um 


205): (lto, М)- 

B) Construcción de la aplicación de dimensión finita y formación 
de los casos degenerado y no degenerado. Examinemos la siguiente 
aplicación lineal del espacio С, ([to, 1]) = {x (-) ЄС, ti) X 
X | z (to) = z (ti) =0) en el espacio "е: 

Az () = (600 (2 (0), z() 80, (20), (1)... 


‚ 80 (2 (0) 2 (ЭЎ. 


Son posibles dos casos: 
a) A es la aplicación a una parte de К" (caso degenerado); 
b) А es la aplicación a todos los espacios Кт", es decir, Im A = 
= R”* (caso no degenerado). 


зв 


C) Demostración del teorema en el caso degenerado. La imagen 
de un espacio lineal en una aplicación lineal es, según se sabe, un 
subconjunto, Por lo tanto, en el caso degenerado Im А es un sub- 
conjunto propio en А”. Pero entonces se hallarán los números 
Jos А, » - => Am que no todos son iguales а cero y con los que 


m 
мао Va (zo, tu +++ Em) EIM A 


Si recordamos la definición del operador A y la expresión para 
83, (2 (-), 2 (*)), obtenemos 


AIN: 
\ (5 м бохо юг) й=о 
а 


уг (+) EC; (llo, М). 
Poro entonces, del lema Dubois—Reimond (p. 4.1.3) se deduce 
que 


Хм EC lo ар y ¿3 мо) ndo =0. 
а & = 

D) Caso no degenerado. Mostremos que si 2(.) € locextr Pr 
será imposible el caso no degenerado. De esta manera el teorema 
será demostrado. 

Elijamos la función z; (-) € Ci (lto h) de tal modo que 
Azy (e) =e es decir, 60, (3) 6). 22) = бу donde es = 
= (1, 0... 0)... êm = (0,..., 0, 1) es una base canónica 
en R™*i, Examinemos la aplicación Ф: R”"*=. R"* que actúa 
según la fórmula 


v= aot Et). 


O)! pier Ja (2+ Y Bart). 

Es fácil comprobar que la función Ф es continuamente diferen- 

44 

аё notario ontoro: de: dato. y DIO) dr (дь. б... аја 
AE 

= & (а, = Jo (т (-))). Como la matriz de Jacobi de la aplicación 

Ф en cero по es degenerada (Ф' (0) = (52; E (5), ту (ЭТ =1 es 

la matriz unidad), resulta que será aplicable el teorema de función 

inversa (p. 1.4.4), según el cual existe una aplicación inversa Ф-! 

de cierto entorno del punto 2, tal que | O- (a) | < K | a — al 

con cierta constante К >> 0. En particular, para e bastante peque- 

ño en módulo se ballará un vector В (e) = 07 (ao + €, а, . 


81 


-is аң) tal, para el cual Ф (В (6) = (€ +, «,..., ал), es 
decir, 


(+ @гу))= +, 


о (200+) ())= a 
y en este caso 
1B (e) Р =1Ф (а, е, an ++ Am) 1< KT el. 


АЕ 2 


Resulta que еп cualquier entorno de la función = (-) (en el espa- 

cio C" (fte, 41) existe una función admisible (a saber, д{-) + Y x 
o 

X Bs (6) z; (-) con e bastante pequeño) cuyo valor dela funcio- 

nal puede ser mayor o menor que el valor рага 2 (+). Hemos llegado 


a una contradicción con la condición = (-) € locextr Рг. [> 
.3. Ejemplo. 


‚ 4 
f ¿dt extr; { zat=0, 200)=0, z(1)=4. 
з è 


ecuación de Euler 
— 10.0 4 2+0. 


Si А, = 0, entonces А = 0, ек decir, todos los factores de La- 
grange son ceros. En este саво по hay extremales admisibles. Sea 
M = 1/2, Entonces Solución general: z = Су? + Су! + Cy. 
Valiéndonos de las condiciones еп los extremos y de las condiciones 


isoperimótricas, hallamos las constantes incógnitas Cy, С, y Су 
2(0)=0=>C,=0, 
2(1)=1>C,+C,=1, 
ñ s С,=3 


{2-0 f (С#+Сйй =0= 9.50 |? с,= 


El problema contiene la única extremal admisible, que es 
=3P-2, 


Mostremos, a base de verificación directa, que la función г 
proporciona un mínimo absoluto al problema. Tomamos una fun- 


ción В (-) ЄС! (10, 13) tal que т (-) +h (-) sea admisible, Para eso 
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debemos tomar una función № (-) para la cual һ (0) = h (1) =0 y 
1 7 
һй—0. En este caso, рага la funcional J (2 (-)) {2 а 

tenemos į 


деса) о) } йа {а 
жн Ei " EN ' 
= { 22 + { iadi>2 | zhat 
у i 


Integrando por partes y teniendo en cuenta las condiciones de 
h (+), obtenemos 


ia at f 
DOHA -I (1321 зал | —2 | zrat = 
Й 
=-2{вш=0. 

П 


Р. 
Es fácil calcular que 5а = { id= \ (6122 dl =4. 


Resultado. La función z = 3: — 2t proporciona al problema 
un mínimo absoluto. El valor de tal problema constituye Smin = 4. 
Es obvio que Smar = +00. 


$ 5. Problema de Lagrange 


Este párrafo está dedicado a la deducción de las condiciones ne- 
cesarias de extremo débil para una sola clase general de problemas 
del cálculo clásico de variaciones, es decir, a los problemas de La- 
grange. А esta clase pertenecen todos los problemas estudiados en el 
párrafo anterior. La deducción de las condiciones necesarias se basa 
en los resultados del análisis de dimensión infinita o, mejor dicho, 
en el principio lagrangiano para los problemas suaves con acotacio- 
nes del tipo de igualdades y desigualdades. 


5.1. Principio lagrangiano para el problema de Lagrange 
5.1.1. Planteamiento del problema. Sea X =C (A. В") х 
x К°, donde A es un segmento finito dado. La condición E = 
= (æ (C), to, ШЕ X significa que z (-) € С? (A, R"); to, 1 € А. Se 
guidamento, a ciertas coordenadas del vector función z (-) = 
= (zı (+). - - ., Za (+)) (para precisar consideraremos que son las 


primeras k coordenadas) estará aplicada la relación diferencial 


ж = qu (t, z (0). 1 = 1, . .... k. Denotemos a continuación be 

= (za (0), za (o), donde a (С) = (ml)... 2 a (-)), аа (5 
Фын (Ол ту а, (-)). Si no existe relación diferencial, enton- 
ces k =0 y т(-) = ть(-). Llámase problema de Lagrange el si- 
guiente ехе extremal en el espacio X: 


Pla SL im (| 
9.0) =0, i=m +1, ..., m, (Pr) 
Ф@) = Fa (0) — 9 (t. (0) =0V1EA, @) 


donde 


y 
Bi = | 1i, т (0, 209) dt = (or z(a), la 2 (00), 


i=0, 4, m, to hEintA, &<4. 


Se consideran casos parciales (Pr) los problemas en los que uno 
de los extremos ty o t, es móvil, y el otro está fijo o ambos extremos 
[to y 41 del segmento permanecen fijos. 

El elemento E рага el cual se cumplen las condiciones y acotacio- 
nes (1) —(2) del tipo de igualdades y desigualdades, se llama admi- 
sible, El conjunto de los demás elementos admisibles constituyen un 
subconjunto en el espacio X. 

Supongamos que el elemento admisible Ё = (z (+), lo, t) propor- 
ciona un mínimo local débil al problema de Lagrange (Pr), y escribi- 
mos E Є locmín Pr si existe ё >> 0 tal que para cualquier elemento 


admisible E = (z (+); to, (a) que satisfaga la condición НЕ — É flx < 
< ô (e liz () —2(-) llora, ny <Ô, 1% — to < 6, la=hi< 
< ô) so cumple la desigualdad Ӯ, ($) > Ze Ê). 

En vista de que en la función / (t, z, 2), en vez de 26 ве puede 
Poner la expresión q (t, z) tomada de (2) е igual a la primera, en lo 
sucesivo consideraremos que f; = f; (t, 2, лу). 

El planteamiento del problema de Lagrange de la forma indica- 
da, así como la formulación posterior de las condiciones necesarias, 
permiten, en una serie de casos, simplificar, en comparación con el 
problema lagrangiano en ATF y АСТ, la escritura de las condicio- 
nes precisas (la cantidad de ecuaciones diferenciales puedo ser redu- 
cida en 1). 

5.1.2. Condiciones de extremo necesarias. 

Teorema de Euler — Lagrange. Supongamos que el elemento 
È= (2(-), lo, Ё proporciona un mínimo local débil al problema de 
Lagrange (Pr). En este caso son continuas, en cierto entorno del con- 


w 


Junto {(t, (0, 2, (0) 11€ A}, las funciones fi, i =0, 4, .. ~, m 
y sus derivadas parciales en z y z, así como y y su derivada parcial en z 
en cierto entorno del conjunto ((t, z (t)) | t€ A), y son continuamente 
diferenciables las funciones Yi, ¿=0 1, ..., m en el entorno del 
виб ( (Ж bo ), 4, 2 (1) (condición de suavidad). 
hallarán los factores de Lagrange \ = (ko, Ms >.» 
ате вн y la función vectorial р (-) € C* A, R") que по son 
iguales а cero simultáneamente, pero que son tales que para la función 
lagrangiana 
р 
= ао, а е0, UDIAL (o тй), tn 50) 
% 


donde 
(2, з) = Y file, за, 


L= УМ (ы), ta, 2 (41). 


se cumplen las condiciones: 
а) de estacionaridad еп z, o sea, la ecuación de Euler рага la la- 
grangiana 


ES A AAA 
=PO PD e, 10 + fs, (0 =0, 
=0= ds ^ А А 
21,01,0090 =0: 
b) de transversalidad en т: 
ia 5 рй) =(— 1 
Loto 0 bup ў, @ 
в 
1=0, 1; 


с) de estacionaridad en ty, t, (sólo se escribe para los extremos móvi- 
les del segmento de integración): 


#„=0+>—}(Ш+,+ lot (lo) =0, 
2,20 (1) +h, + la 7 (t1)=05 
d) de no rigidez complementaria: 
м@,0) =0,] і=1,.... т: 
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е) de no negatividad; 
м>0, 1=0 4... т. 


<] Examinemos el problema (Pr) como un problema extremal 
con acotaciones del tipo de igualdades y desigualdades (p. 2.4). En 
nuestro caso el espacio X = С' (4, R") x R? y las funcionales 
Ba 1=1,..., m proporcionan acotaciones del tipo de desigual- 
dades, mientras que la acotación del tipo de igualdad es proporciona- 
da por la aplicación F (E) = (Ф (8), #1 (E), - - -, Pm (8)) que 


actúa en el espacio Y =C (A, R*) x R”"", A su vez, Ё proporcio- 
na un mínimo local al espacio X. 

Mostremos que en nuestro problema (Pr) se cumplen todas los 
condiciones del teorema del p. 2.4 (su carácter banachiano, suavi- 
dad y regularidad debilitada), y después, según el principio de La- 
grange para los problemas con igualdades y desigualdades, escriba- 
mos las condiciones de mínimo necesarias y deduzcamos de ellas 
las condiciones a) — e) de nuestro teorema. 

El carácter banachiano de los espacios X e Y se deduce del hecho de 
que los espacios С' (A, Е") y С (A, В?) son banachianos (р. 1.4.2), 
así como de que el producto de los espacios banachianos también es 
banachiano (р. 1.1.3). 

La snavidad do las aplicaciones $, у Р se cumple debido а que 
de la diferenciabilidad continua en el entorno del punto Ё se deduce 
una diferenciabilidad estricta en el punto (р. 1.4.2). 

La regularidad debilitada, o sea, el carácter cerrado del conjunto 
F' (É) Х se desprende del lema sobre el carácter corrado de la ima- 
gen (р. 7,2), donde А = Ф' (Ё) (4:X > Y), В = (Bws Ê). 
s.n Bi 6) (B: X — R"="), El conjunto BKer A está cerrado 
ya que es el subespacio de un espacio de dimensión finita, El carác- 
ter cerrado de la imagen de la aplicación А tiene lugar en virtud de 
que la imagen Ф' (Ё) С' (A, R”) simplemente coincide con С (A, R"). 
En efecto, tomando arbitrariamente y (+) ЄС (A, R*) (y el vector 
arbitrario y Є R*) siempre podemos hallar la función ((-)€ 
ECU (A, К") y, asimismo, la función (А (+), 0) (hy (-) = 0) del espa- 
cio С' (А, R), para la cual 


O ÈA, =À He (040 =y(0, kier (1 


La solución del último sistema de k ecuaciones lineales diferen- 
ciales con factores continuos existe, es única y está definida en todo 
el segmento A en virtud del teorema de existencia y unicidad de la 
solución del teorema de Cauchy para un sistema lineal heterogéneo 
[ATF, pág. 191]. 

Por consiguiente, todas las condiciones del teorema (p. 2.4) se 
cumplen. Conforme a ese teorema se hallarán los factores de Lagran- 
ge A = (hos Ais ..., Am) ЄВ", y* € Y* que no todos son iguales 
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а сего, pero que son tales que рага la función lagrangiana del рго- 
blema (Pr) 


E y у= (2): to tr 4 N= 
e 
= {еа ый+а", 229 (6 (0) Ы, 26, tu 2C) 
te 


se cumplen las condiciones de estacionaridad 


#@-о<=Ў„=0(е» Ў, —0, 2.0. 


Z,=0, £, 


de no rigidez complementaria y de no negatividad. 
Mostremos que de la igualdad Z,, = 0 se deduce la existencia 
de la función p (+) € C* (A, В^) para la cual se cumplon las condicio- 


nes a), b) del teorema y, además, 2 = Z. En este caso el teorema 
será demostrado. 


Descifremos la condición de estacionaridad de Ž en za: 


х a 
O= ŽAN } лаи, hgh t 
4 
+1, Uh +1, нд 
VhEC' (A, Ri). 
De aquí, en virtud de la expresión 1, 
i 
ин. yeh = — | наг, (ta) Y— sy (60 160 YE C'A, RY), 
à 
УЕА". (2) 


Determinemos la función р de las condiciones 


BOHP OG (01,00, Р) i, (t). (9) 


En virtud del 1еогета de existencia y unicidad de la solución 
del problema de Cauchy para un sistema lineal heterogéneo [ATF, 
pág. 191), la función p (-) € С! (A, В") será determinada unívoca- 
mente a base de nuestras condiciones. Por lo tanto. debido a las 


эз 


condiciones (1) y (3), tenemos 


, 
(в) а = р(ф)в(ф)—р @)* (6) = | (+ ph) = 


i 


= | Gah — Prah + ra h+ pu) dt = | (rah py) dt. 
i % 


i 
Hallando {һа de la última relación e introduciendo la 


h 
expresión obtenida en la identidad (2), obtenemos 


% 
wt, = | руа: 05, ()—p Go) Y 


і, 
VIEC(A, RI), VER”, 
` mop 
do donde se deduce que (уе, й = | pO vO dt, p) = (t0). 


Por consiguiente, £ = £ y resultan demostradas las ecuaciones 
de Euler y las condiciones de transversalidad de las variables za. 

La ecuación euleriana y la condición de transversalidad para las 
variables zp se deducen de la estacionaridad de la función lagran- 
giana £ en zp. El correspondiente resultado fue obtenido al deducir 
las condiciones necesarias en el problema de Bolz (р. 4.1.2). [> 
П 


5.1.3. Ejemplo. [Ha >extr; 2(0)=2(0)=0, 2(1)= 1. 


Solución. Reduzcamos el problema a la forma de problema de 
Lagrange (p. 514), sustituyendo las variables д =z, у=: 
‚ 
{ ай extr; деа, 210) =2,0)=0, 
Н 
(у=. 
La función de Lagrange: 


А 
{аара а) d+ dez (0) аа (0) Аа (a (1—1). 
3 


эм 


Condiciones necesarias: 
a) sistema de ecuaciones de Euler para la lagrangiana L = 
= 5 +P (2 — 23): 
1, Кт, i=1, 2< —р=0, -2% p=0; 
a] 


b) transversalidad en г para el terminante l= Mz (0) + 
+ hata (0) + А (ж (1) — 1): 
L, O= hon i=1, 2, р(0) =, Р(1) = А 


аар Ф=1,‚ 2, 240,0) = 
2022,00) =0. 


En vista de que los extremos del segmento de integración son 
fijos, по es necesario escribir la condición de estacionaridad en to, й. 
Además, también faltan las condiciones de no rigidez complementa- 
ria y de no negatividad, puesto que no hay acotaciones del tipo de 
desigualdades. 

Si Ay = 0, de b) y a) se deduce que à, = 0, p = 0. Además, de 
b) se deduce que A, = Аз = 0, es decir, que todos los factores de 
Lagrange son ceros. Así, para Ay = 0 no hay extremales admisibles. 
Sea Ap +0. Del sistema de ecuaciones eulerianas se deduce que 


т, = 0, lo cual equivale а la ecuación т = 0, de donde z(t) = 
= C? Сы? + Cat + Cy. Las constantes incógnitas C, — С, se 
determinan de las condiciones en los extremos y de la condición 


de transversalidad z (1) = 0. La única extremal admisible es £ (0) = 
= (1/2) Be — 1). 
Mostremos, mediante verificación directa, que = Є absmín Pr. 


Tomemos una función № (-) € C? (10, 4) tal que 2 (-) + h (+) sea 
admisible en el problema. Para eso es necesario tomar la función 


h (2) con las siguientes condiciones en los extremos: ћ (0) = À (0) = 
п 


= (1) = 0. Para la funcional Ф (z (:)) = ЫЛ tenemos 
$ 


ds 


жоон) #60) {а {2 
‚ è 


‚ А 
idt+ | ш>? | z 
è y y 
Después, integrando dos veces por partes y teniendo en cuenta 
los condiciones en los extremos de las funciones 2 y К y la ecuación 
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z 0, obtenemos 


$ 
PA) -B6(>2 а= 
) 


ay des 150 Hna 
25h] 24 2hdt=-2 | zdh=-22 | 2hdi=0. 
cod 

Así pues, BP (2(-) thi ”># (26) y. рог consiguiente, 
3 (+) Eabsmín Pr, Smi = Y El 5) = 3. Está claro que Smis = 
= +00. Efectivamente, tomamos la sucesión л, (0) = 2 (t) 4 nh (0, 


donde А (+) es cierta función de С} (0, 1), tal que À 36 0, por ejem- 
plo, h(1) = 1 (t — 1)°. Entonces 2 (z, (-)) = + para n- оо. 


5,2. Problema de extremos móviles 


5.2.1. Planteamiento del problema. Llámase problema de eztre- 
mos móviles el siguiente problema en el espacio С! (A) х В: 


y 
IEC) tor = LL, тй, 409) 04 
t 


Hollo, z(o), las 2 (49) = extr; (рт) 
Wi llo. 2 (to), to z(h) =0, Е 1 
donde A es un segmento finito dado, to, f € A, to < ty 

En el caso parcial, Pr es un problema donde uno de los extremos, 
es decir, 1, o f, es móvil, y el otro es fijo. 

El conjunto triple (2 (+), to, 0) se Пата admisible en (Рг) si 
z (+) Є Сї (A), to, t E int A, to < t y si se cumplen las condiciones 
(1) en los extremos. 

Decimos que el conjunto triple admisible (т (+). to, 1) propor- 
ciona un mínimo (máximo) local débil al problema (Pr) (еп el espacio 
CL (A) x R?) si existe $ >0 tal que con cualquier otro conjunto 
triple admisible (т (+), ty, &), para el cual | fọ — fa | <8. [4 — 
—=41<8, а (0) – 2 (5) Поа < 8, se comple la desigualdad 


т, 


DEl). ta 02200), lo h) 
(MC) to DLI EC), do 00 
En este caso escribimos (2 (-), fa, 2) € locmín Pr (locmáx Po). 
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5.2.2. Condiciones de extremo necesarias. Teorema. Suponga- 
mos que el conjunto triple (т (-), ty, tı) proporciona un extremo 
local débil al problema de extremos móviles (Pr). Además, el integran- 
te L y sus derivadas parciales en т y son continuos en cierto entorno 


del conjunto ((t, x(t), 7 0) [1 € A), mientras que las funciones Ya, 
i=0,1,..., m son continuamente diferenciables en el entorno del 
punto (to, = (to), А, z (t1)). 

Entonces зе hallará un factor no nulo de Lagrange % = (ho: М,..- 
С An) ER"? tal que para la función lagrangiana 


М 
®= | мй, т, аць, т), ы, 208) 


А 

donde 1 = Хм (lo: x (to). ty, 7 (!,)), se cumplen las condiciones: 
a) de estacionaridad еп т, es decir, la ecuación de Euler para el 

integrante àL (l, т, 2): 


E hoh, (0 + Mb (1) =0; 
b) de transversalidad en 
м) = 


i hol, È) = hani 


c) de estacionaridad en ty, t, (sólo se escribe para los extremos mó- 
viles): 


б 0 «= +1 hat 00 =0, 
21 =0= hb (b) +1, lat li) =0. 
< Este teorema'se deduce directamente del principio lagrangiano 
para el problema de Lagrange donde falta la relación diferencial y las 
acotaciones del tipo de desigualdades. [> 
T 
5.2.3. Ejemplo. 3 (z(-). т-{ (@—х+1)й-»ехи; х(0) =0. 


Solución. Función lagrangiana: 
т 
= | MGI 1) dthr (0). 
0 


Condiciones necesarias: 
a) ecuación de Euler para el integrante L = А, (2° —2 +1): 


=E L, + Ly =0 А (22+ 1) =0; 
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b) condiciones de transversalidad еп х para el terminante 1 = 
Az (0): 


L, 0) = в. L; (T) = Гат <> 2 (0) = A, 


2м (Î) = 0; 

c) condición de estacionaridad en Т (5010 se escribe para el 
extremo mó 
LT) =0<> \ (27) — z (F) +1) =0. 

Si 2, = 0, de b) se deduce que 4 = 0, о sea, que todos los factores 
lagranglanos son ceros, Sea Ay = 1. Entonces, de а) se deduce que 


4/2. La solución general de dicha ecuación diferencial resulta 
ад) + Си + Cy. En vista de que z(0) = 0, obtenemos 


0. Mediante las ecuaciones т (7) =0 y 3° (Ô) —2(P) +1 = 
= 0 determinamos las incóguitas C, y 7. Resolviendo ese sistema de 
ecuaciones hallamos que 7 = 2, C, = 1 

El problema tiene una sola extremal admisible 2 = —£4 +1 
expresada en el segmento (0, 2]. 

Mostromos que (2 (+), 7) € locextr. Efectivamente. para la fun- 
ción z(t) = —1/4 +t, 


т; 
зш, = | @—2+)ш= 
° 


Ser +) a fa 


Cuando 7 son próximos a Ў, los valores de la funcional 2 (3 (-), Т) 


pueden ser menores o mayores de J(x (-) 

Tomemos la sucesión de pares z, (1) =t, 7, =n; entonces 
Den (o), Ta) —oo соп no. Por lo tanto, Smin = —. 
Evidentemente. Sms = +оо. 


5,3. Problemas de derivadas superiores 


5.3.1. Planteamiento del problema. Llámase problema de deri- 
vadas superiores (con extremos fijos) en el cálculo clásico de variacio- 
nes, el siguiente problema en el espacio C" (lte, £, ): 

аас) 20, 20 
o 


29004) =20, k=0,1, ... 0—1, j=0, 1. (9 


22090) > extr; (Р) 


Aquí L: В" R es una función de n + 2 variables. La fun- 
ción L se llama integrante. Las funciones z (+) € С" (lto, t,J) que 
satisfacen las condiciones (1) en los extremos del segmento [її] 
se llaman admisibles. 

Decimos que la función admisible z (+) proporciona al problema 
(0) un mínimo (máximo) local en el espacio С" (ty, £,)), si existe 

> 0 tal que con cualquier función admisible z (+), para la cual 


20) EC) оца, цу < б, se cumple la desigualdad 


200) 29420) 0060) 2609), 


y en este caso escribimos 2 (-) Є 1остїп Pr (Jocmáx Pr). 


5.3.2. Ecuación de Euler — Poisson. Teorema. Supongamos que 
la función 2 (+) proporciona un extremo local al problema de derivadas 


superiores (Рт). Además, el integrante L es tal que Ї, (k) (+) € 
EC (lto 1), k=0,4,.. , n (condición de suavidad). Entonces 


en la extremal 1 (-) se cumple la ecuación de Euler — Poisson: 


У 00 ( 4) ооо. 


— 

< Reduzcamos el problema de derivadas superiores al problema 

de Lagrango, sustituyendo las variables z} — 20-0, k = 1, ..., п, 
m 


{ L(t, т» ть, ..-, Las 3a) dt > extr; 
й 


Таван, 1, ooa, п, да) д), }=0, 1, 
к= (Рг) 
Aquí la variable fásica es la función vectorial (лү (+), ..., zn ү? 
En vista de que la función т (-) proporciona un extremo local al 


problema de derivadas superiores (Pr), la función vectorial (2 (+), ... 


+ = En (+)) proporcionará un extremo local débil al problema de 

Lagrange (Pr’). Con arreglo al teorema de Euler — Lagrango escri- 

bimos las condiciones necesarias de estacionaridad para la lagran- 
А 


giana È = А (t, д, >< Las a) + Y Pa Ga — да). No escri- 
у 


biremos la parto terminal de la función lagrangiana, ni tampoco las 
demás condiciones necesarias de extremo que no desempeñan un 
papel importante en el problema de extremos fijos y de segmento 
de integración fijo. A continuación se ofrece el sistema de ecuaciones 


т. 99 


de Euler: 


Pdo 


і Otia 0=0 = hth q Pm, 
=2, ...„п—1, 


к=1,. 


dde ae 
a о Pra 0. 
sistema de ecuaciones de Euler se deduce que 
Res = pi = 0. Todos los factores de Lagrange son coros. 
Sea Ap 52 0. Supongamos que hy = 1. Expresemos P, -ı de la última 
ecuación e introduzcámoslo en la penúltima ecuación. Después de 
realizar este procedimiento con arreglo а р, -s pı llegaremos, 
al fin y al cabo, a la ecuación de Euler — Poisson. 

5.3.3. Ejemplo. 


ñ 
{ биом 2 (0)=x(0)=x (1)=0, 20)= 0. 
1 


Solución. Integrante: L 
La condición necesaria es la ecuación de Euler — Poisson 


0 60100) =0. 
Solución general de la ecuación de Euler — Poisson: 
x(t) = C 4C? + Сы +С, 
Las constantes incógnitas Сү, Cy, Cy, С, кө determinan de las con- 
diciones de contorno 
1 (0) =0=>C, 0 
1(0)=0=>C,=0, 
1(1)=0>C,+C,=0, Qat 
2()=1>30,+20,=1 |P C= —1. 
Eso significa que el problema sólo tiene una extremal admisible: 
=e. 
j Мыны que dicha extremal proporciona un mínimo absoluto 


al problema. Efectivamente, si А (-) ЄС [0, 1]. entonces 
1 


EN di 

A {за 
to ү Ж i 

ETES) тй, 
è è 


Integrando dos veces por partes y estimando que h (0) =A (1) == 
=Й (0}== А (1) =0, obtenemos 
Тык ш ы Гн "у 
аш = {зай | zh at= [zan=—2h|, + joa o. 
è 5 р % ы 
Por consiguiente, 


А 
зе) +3092 E= | ао, 
è 


Smm= 


po 1 
dte { (6t—2) dt =4. 
è 


Resultado. La función z = 12 —- t° proporciona al problema un mi- 
nimo absoluto, Smm = mas = +00. 


§ 6. Problemas de control óptimo 


6.1. Principio de máximo de Pontriaguin 


6.1.1. Planteamiento del problema. Llámase problema de con- 
trol óptimo (en forma pontriaguiniana) el siguiente problema: 


BER ink #,(%<0, dior 
B()=0 ї=т'+1,...,т, 
O iN- еи г шшу=оугет A 
ишш үгел, @ 


donde $ = (z6). uC), fo hi) 2С) ЕКС! (A, В), ul()€ 
Є KC (A, R'), in t Eint А, 1, < tu А ез un segmento finito dado; 
Ù, un conjunto arbitrario de R"; y 7 с A, un conjunto de puntos de 
continuidad de control u (-), 

А 

Ba E= | л ж), и (D) dti (os z (to), 

ù 

la 200), i=0, 1, .... т. 

Señalemos que la ecuación (1), Mamada relación diferencial, ha 
de cumplirse en todos los puntos de continuidad de la función vecto- 
tial u (5) = (u, (°), +... ш, 6). A diferencia del problema de 
ste la acotación (2) de tipo de inclusión, mientras 
са z (+) = (21 (o). .. +» En (*)) puede tener menor 


fijos. 
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El elemento E para el cual se cumplen todas las condiciones 
y acotaciones mencionadas del problema, se llama proceso admisible 
controlado. 

El proceso admisible controlado & = (2 (-), u (-), ly, 1) se 
denomina (localmente) óptimo (o proceso óptimo en el sentido fuerte), 
si existe 8>0 tal que para todo proceso admisible controlado 
E= (2 (0), u (>), 0. М), con el cual 
t) — (6) În L I| C (8), RRE, 
se cumple la desigualdad 2, (E) > 2, (È). 

6.1.2. Formulación del problema en un caso general. 

Teorema (principio de máximo de Pontriaguin). Supongamos que 
È = (2 (+). u (-) ly ls es el proceso óptimo (en el sentido fuerte) de 
un problema de control óptimo (Pr); las funciones |, i = 0, 1, .. 

+ :, т, q y sus derivadas parciales en z son continuas en cierto entorno 
del conjunto ((t, 2 (0) } t € А} multiplicado cartesianamente por U; 
y las funcionesyp,, i = 0, 1, . . ., т son continuamente diferenciables 
en el entorno del punto (Ж z (ho), le т (È) (condición de suavidad). 

Entonces se hallarán los factores de Lagrange \ = (ly da, ++ 

‚э Am) ER”, p (+) € KCU(A, А") que no todos son iguales a cero, 
pero que son tales que para la función lagrangiana 


Y 
t= (ий, z Hp Oel, т, udt +I (ts z(o), lo 200), 
donde” 

J a ДАО т, ш), LE hopi lo z(a) o 7 (0) 


es un terminante, se cumplen las condiciones: 
a) de estacionaridad en z, es decir, la ecuación de Euler 


і Он 0 =o al 


para la lagrangiana L = f (t, z, u) + р(0 (£ — 9 (t, z, ш); 
b) de transversalidad en x: 


1, @) ml рб) = аы» 
L @)= ор) = інах 
c) de optimidad еп и: 
mín Lt, 200), io, uj=L(t, 20). io, u(t) => 
>. (0, 209. 0)—р(0%00, 200, ш}= 


На 20), Щб)у—р(бе( 20), uD) VET; 


d) de estacionaridad en tọ, 1, (sólo se escribe para los extremos 
móviles del segmento de integración): 


ЕЛ 


0 7 TIE + ibut i) =0; 


JÈ iut buot (i) =0; 
e) de no rigidez complementaria: 


AP È = 0, ї=1,...т; 
1) de no negatividad: 
A>0 £=0,4,,..m. 


6.1.3, Formulación y demostración del principio de máximo de 
Pontriaguin en un caso parcial. Formulemos y demostremos el prin- 
cipio de máximo de Pontriaguin para el siguiente caso parcial del 
problema de control óptimo, o sea, para el problema de extromo libre 
y de tiempo fijo: 


n 
жа) С) e O, d+) (Pr) 
o 


20) = (0, (0, ий), u(0)€U, z(t) =з 


Teorema. Supongamos que (2 (+), ú (-)) es un proceso óptimo (en 
el sentido fuerte) en el problema de control óptimo (Pr); las funciones 
1, 4 y sus derivadas parciales son continuas en т en cierto entorno del 


conjunto {(0, т (t)) 11€ lta, 1,1) multiplicado cartesianamente por U; 
yy es continuamente diferenciable en el entorno del punto z (ty) (condi- 
ción de suavidad); у U es un conjunto arbitrario de R". 
Entonces se cumple la condición de optimidad en u: 
1670020960, 0>/0-»090 (0) 
VET, Vugt, 
donde p (-) ез la única solución de la ecuación diferencial 
ВЮ A GO = (0 VLET [2] 
con condición de contorno 
ры) =—y (200). 9) 


Cabe señalar que el principio de optimidad (1) con condiciones 
(2) — (3) puede ser fácilmente deducido de las condiciones nece- 
sarias de optimidad en el problema general de control óptimo. El 
factor de Lagrange A, соп la funcional 2 resulta igual a la unidad 
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у, en este caso, la condición de transversabilidad еп = (ta) no tiene 
importancia, 

< La unicidad de solución de la ecuación (2) con la condición 
de contorno (3) se desprende del teorema de existencia y unicidad 
de la solución del problema de Cauchy para los sistemas lineales 
ГАТР, pág. 191) 

A) Variaciones aciculares. Fijemos el punto т € 7, el elemento 
nE U y el número а >0 tan pequeño que [т —@, 1] © T. 

Llamemos el control 


u(t) tálr—a, 1) 


=ш={ э  tElr—a, т) 


variación elemental (acicular) de control ú. 

Sea za (.) la solución de la ecuación z (t) =p (t, 2 (0), и, (1) 
con condición inicial z (£) = ду. Según el teorema local de existen- 
cia [ATF, págs. 186—189], la función z, (-) se determina cuando 
а <a, en cierto entorno del punto tẹ, pero del lema 4 formulado 
más abajo se desprende que, en realidad, la función vectorial za (-) 

mede ser determinada de una sola manera en todo el segmento 
to, h). La función vectorial za (-) se llama variación elemental 


(acicular) de la función 2 (-), mientras que el par (жь (+), úa (+) 


se denomina variación elemental del proceso (1 (-), u (-)). El par 
(т, v) que determina esa variación se llama aguja elemental. 

B) Lema 1 (acerca de las propiedades de variación elemental). 
Sea (т, v) una aguja elemental fija. Entonces existirá un número 
ае >Ô tal que lt — а, t} с Т, y la función ra (-) será definida, 
para cualquier œ Є 0, zl, en todo el segmento [ty, ti). Además, 


Za (+) > т (+) en la métrica del espacio С (И, 41], В"), 


жаш) — r (D) = ар) +, (0) YLEI hh 
ken — 0O cuando а + +0, donde la 
ае, 0 
función y (-) es continuamente diferenciable a trozos en |t, t) y satis- 
face la ecuación diferencial 
фа) = 9.0900) УТЕ, nT (0) 
cuya condición inicial es 
у(х) =e 2 (0), э) — ф (1) = Ap (т, v). 

La demostración del lema se basa en dos hechos fundamentales 
de la teora de ecuaciones diferenciales: еп el teorema local de exis- 
tencia y en el teorema de dependencia continua y diferenciabilidad 
de la solución a base de los datos iniciales. Aquí no exponemos 


esa demostración, ya que la misma se ofrece en el libro [ATF, 
págs. 80—91]. 
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еп este caso sup 


C) Lema 2 (acerca del incremento de la funcional). Sea (т, v) 
una aguja elemental fija, y (a) = Y (Za (:), ча (:)). Entonces la 
función y (-) será dijerenciable a la derecha en cero y 


KO =/(). (т i) p a)y. 
<< Utilizando el teorema del valor medio para las funciones 


numéricas, la regla de diferenciación bajo signo integral, y el lema 1, 
obtenemos 


П 
Й = 1D 0 _ 1 
X (+0)= lim ALO — lim а ( } Hb, Ta (Ë), ua (0) dt— 


u a 
{ле 20, 20) + Mim LE ZE 
+ 


% 


: 
= lim 7 (Sue. эш, N= 10) 4+ 
A Я p ` 

+È в. za (0, Aj (тууу) = 


a 
=/ (m (т), 09—00) + ў Le) y (0) de + W (E (4) y (44). 


Expresando fy de la ecuación (2) y teniendo en cuenta la ecua- 
ción (4), obtenemos 


m 4 
{ 1.000 = (розро уо 
t 


n, е 
= {Фидои {0р0 0) а = 
т E 
=p (ty (h) Р (04 (0). 


a 
Introduciendo el valor obtenido |/,y dt en la expresión de 


Ж' (FU) y teniendo en cuenta la condi 
sentación buscada. D D 

D) Terminación de {а demostración. Del lema 1 se deduce que si 
a € [0, a), en este caso (£a (-). ta (-)) será un proceso admisible 


controlado y za (+) tenderá uniformemente а < (.). Como (£ (-), 
ú (=)) es un proceso óptimo, entonces, para pequeños valores de 
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3). obtenemos la repre- 


2>0, үр 
P (та ld, ша C) >P (т (-), и (-)) => у (а) > x 0). 


De aquí, según el lema 2у' (+0) >0 y de la expresión para 
Y (+0) e y (т). se deduce que 


(60020070, 9>/M—2 (9 Ф (0 
VIET, WEU, 


es decir, se cumple la relación (1). 

6.1.4. Demostración del principio de máximo de Pontriaguin en 
un саѕо general, 

Expongamos en los puntos А) — D) una serie do afirmaciones 
y Construcciones auxilia 

A) Lema sobre el sistema centrado. Supongamos que К es un 
compacto, у (Ka } ЄЗЇ, un sistema de subconjuntos cerrados de K, 
cuyo cualquier subsistema finito tiene una intersección no vacía (sistema 
centrado) Entonces, la interseccion de todos los conjuntos del sistema 
{Kaja EU tampoco será vacía. 

<]<] Denotemos рог Oz el complemento a Ka en K (Oa = 
= KN Ka). En este caso Oj estará abierto en K. Si fN Ka =Ø, 

aca 


entonces U Oa = К, es decir, (OaJagy será el recubrimiento 


aeu 
abierto del compacto K. Partiendo de la definición del compacto 


Am tales que U On, = К, Pero entonces 
ЕЧ 


podemos Һаага, . 

Ü Ka, 

irado. Bso significa que П Ka Ø- рр 
a 


Ф. vu contradicción con la definición del sistema cen- 


B) Variaciones aciculares y paquete de agujas. Sometamos a varia- 
ción el proceso E incluyéndolo en una familia Finitamente para- 
métrica, determinada por un paquete de agujas (conjunto de vatia- 
ciones aciculares de control и (.)). Para eso fijemos el número natu- 
ral №, o sea, los coajuntos: de puntos 1 = (Ti, 
<=... ту, de controles у = (Uy, - 
а = (ap. ау) (GET, w EU, a, 3 


notemos por [а |, como siempre. ( У 
a 


» х 
-{ Bl, LEAN Y ак 

0, єл, 
donde А, = [т — (У — ра ра т, — (N — i) | а 1) se deno- 
mina variación acicular de control ù (-) y se halla determinada por 
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el paquete de agujas (т. v, a). Algunos puntos т, pueden coincidir, 
No obstante, los semiintervalos А; (de longitud a,) se eligen de tal 
modo que no se intersequen y que, con pequeño | а |, permanezcan 
en el conjunto 7. 

Sea 2 (-) (1 = (fo Zo 9) la solución de la ecuación 


2 =4(t, 2, un (1) ч) 
cuya condición inicial es z (tp) = л, y donde el punto (to, Zo) зе 
halla en el entorno б del punto (fe, To) (тә = 2 (lo). Más abajo de- 
mostraremos que xn (+). es decir, que la solución de la ecuación dife- 
rencial existe realmente y que la misma se halla determinada en 


todo el segmento A. 
La función vectorial zy (-) se llama variación acicular de la fun- 


ción x (+) determinada por el punto (to, л) у el paquete de agujas 
(т.о, а). 

C) Acerca de los sistemas de ecuaciones diferenciales. Suponga- 
mos que el problema de Cauchy en el segmento finito A 


= F (t, а}, z (to) = To (to € ии A) 


tiene la solución 1 (+) € KC' (А, R"); además, F es continua y con: 
tinuamente diferenciable en x en cierlo entorno G de la trayectoria y 


= (и, тиў! А}. 

Entonces se hallará С" с G, es decir, un entorno de la trayectoria Px, 
tal que para cualquier punto (tẹ, 7) €G' extstirá la única solución 
7 (+. tas т) del problema de Cauchy, determinada en А; además, la 
función 2 (0, lo 7) es continuamente diferenciable en el entorno 
Ахб y 


=. to) 


zatte) 


= R(t, to) F (o, 20). 


donde Q (t, 1) es el sistema fundamental de soluciones de la ecuación 
en variaciones: 


ғ, F) Q(t, to) 


Q (to to)=1. 


donde I es la matriz unidad. 

Se trata del teorema clásico de existencia y dependencia continua- 
mente diferenciable de la solución de 1а ecuación diferencial a partir 
de los datos iniciales [ATF, págs. 195—204]. 

D) Lema de la variación acicular. Sean fijos los conjuntos T y v 
en el paquete de agujas (т, v, a). En este caso existirá e >U tal que si 


4 
таш ш 
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0<tal<e Im—thi<e llo — il< е. entonces А, cT 
y, además, 

1. La función ха (-), es decir, la solución de la ecuación (1) se 
hallará determinada en el segmento A, || za (+) — т (-) ll cia, nm) +0 
cuando y Y = (to, Zo, 0). 

2. La aplicación (f, т) = xn (t) continuará hasta alcanzar la 
aplicación continuamenle diferenciable en cierto entorno del punto 
(t т). 

3. Se cumplirán las condiciones 


дтп (t) 


= Q(t, 4), 
A 


= Q(t, 1094, 


donde Q (t, 1,) es el sistema fundamental de soluciones de la ecuación 
en variaciones: 


дш lo) = ша, осш to) 1. 


Tracemos el método de demostración del lema. Si el control и (+) 
es una función continua, las afirmaciones del lema serán inme- 
diatamente deducidas del punto C) del teorema sobre la existencia 
y dependencia continuamente diferenciable de la solución de la ecua- 
ción diferencial partiendo de los datos iniciales. Pero si u (.) es 
continua a trozos, entonces será necesario aplicar el teorema C) 
varias veces en cada sector de continuidad. 

E) Reducción a un problema de dimensión finita. Fijemos otra 
vez N, т y v. Efectuemos la referida reducción. Denotemos z = 
= (hs ч) = (fs Lor Zor ал, > > «+ ау) E RIN, supongamos que 


Р) = Polen C). ta (ds tnr hi) = 
4 
= | fit э @, tta (0) de +. (o Zor las Za (0) 
t 


y examinemos el problema 


Fo (3) > inf; Р, (0) <0. т', 
Р, (2) = 0, 
iem +1,...‚.т,‚, 0430, ] „Ж. (г) 


En virtud del lema acerca de la variación acicular, F; son con- 
tinuamente diferenciables en cierto entorno del punto 2 == (0, fo, 
Zo, 0) y (2, (5), tos 1) + (т (>). to, 0) cuando 2—2. Pero como Ё 
proporciona un mínimo local al problema (Pr), entonces el punto 
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2 € locmín Pr, у. Eso significa que al problema Pren se le puede 
aplicar el principio de Lagrange para los problemas de dimensión 
finita con igualdades y desigualdades (p. 2.4). Conforme a dicho 
principio se hallarán los factores lagrangianos Xy, Ке trás 
- ра que no todos son iguales а cero (A, = Ñ; (т, 0), py = 
By (т, v), pero que son tales que para la función lagrangiana 


a x 
Z=} ғ.) pa 
& e 


se cumplen las condiciones de estacionaridad (Z, = 0), de no nega- 
tividad Ñ; > 0, i =0, 1, ..., т", p> 0, ў 2... N) y de 
no rigidez complementaria (КЕ, (2) = 0, i =1,...‚ ли, pa; = 0, 
F= Socso Nk 

F) Transformación de las condiciones necesarias del problema de 
dimensión finita. Supongamos que 


Fifi (t, т, u), 


154] 


Fit, ш)= 


= 


Та т» tay z) = 2) Tipi (tor Tor bi, 2i). 
(os Zor tu, z) = Ж Fai Mor Zor б, д) 
donde p (-) es la solución de la ecuación diferencial 


PO0+P04.0=3.0 o 


con la condición de contorno 


Pi- 5) 


Do esas determinaciones y de la determinación de Q(t, t) 
se deduce que 


00090, DAO 4) y 


th N 
#- (| Fit, ть аЬ ль. л, (0) Y уу. 
à п 


Escribamos las condiciones de estacionaridad de la función de 


Lagrange Ž en el punto 2 teniendo en cuenta el lema de incremento 
de la funcional (p. 6.1.3) y las fórmulas del lema de la variación 
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асісшаг: 


A дў, 9) —P (0) Ap 9). =0, k=, aa N, (4) 


гу А 
Za. fho 22] й+1„+ 
, 


ee to 

2 anih) бй "ЖОЛИ Жк E 
HE] арбоб, Pú ++, = 

hi 
=P) + 6 
5: Б 2 
Aa аа, 
} АЕ 


2 dm) 


1 9 Fin б) А 


о, Dii Ў 


+ убу =0, (6) 


ZO Piti 709-0. o 


Evidentemente que F 0, de lo contrario, de las definiciones 
de 7 y р, así сото de las relaciones (4) resulta que ji = 0, lo cual es 
imposible. Multiplicando por una constante positiva normalizamos 


ol vector Х de tal modo que У) A} = 1 


т 


Así queda demostrado que existe un vector unidad Ñ tal que se 
cumplen los relaciones (2) — (7) y, además, 


TP (3)=0 %#,{@=0, 11, .... т, (8) 

L>0, i=0,4,...m. (9) 

G) Terminación de la demostración. Examinemos, en el espacio 
R=, los subconjuntos К (т, v), v € U, т € Т de la esfera compacta 
S = ЎАР =4), que constan de los vectores A pare los cuales 


so cumplen las afirmaciones a) — f) del teorema acerca del prin- 
cipio de máximo de Pontriagnin tomando 1 = t, и = v en el р. С). 
De la definición del conjunto К (т, v) se deduce fácilmente que los 
subconjuntos están cerrados. En virtud de las condiciones 2—9, 


мо 


cualquier intersección finita de los conjuntos К (Ta, va), k = 1... - 
N no es una intersección vacía. Según el lema del sistema cen- 
trado, todos los conjuntos К (т, v) tienen una intersección no vacía. 
Eso significa que existe un vector no nulo А = (ho, . - -: Am) y una 
función p (-) € KC! (A, R”) tales que se cumplen las afirmaciones 
del teorema a) — f) con una condición de optimidad que se cumple 
para cualquier 1 € T, v € U. 
Nota. El principio de máximo está demostrado en el espacio 
KC* (A, R") х KC (A, В”) х Rè, 
Cambios insignificantes de la demostración permiten argumen- 
tarla en el espacio 
WA (A, К") X Lu (А, В) х В. 


Además de la obra clásica de L. 5, Pontriaguin, también puede 
ser recomendada la monografía de R. Ӯ. Gamkrelidze «Fundamentos 
del control óptimo» (Tbilisi, Edit. de la Universidad de Tbilisi, 
1977, en ruso). 
6.2. Ejemplos 
Ejemplo 1. 


‚ 
весу} слата 1161, 09. 
d 


Solución. Reduzcamos el problema al tipo de problemas de control óptimo 
introduciendo el control и (-): 


ñ 
{ (ua) dt — int; 
Pic do Lagrange: 
4 
Lol sutt Gs аА) 
Condiciones ран; A 
a) ecuación de Euler para la lagrangiana L = A, (1% - 2) + p (a ш)" 


к], (0=0, 


d a 
р +10962 pehi 


b) de transversalidad 
ГА 


100, 


кын 0 РА, 


ъ= 0; 
€) de optimidad еп и: 


min g? — pu) = 
vern 


Si Ay = 0, en este caso, de a) p = 0 y de b) p = À resulta que todos 
los factores lagrangianos Son ceros. Supongamos que Ay = 1. Entonces, de 
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а) р = 1 y de by р = £ — 4. De la condición с) se deduce que 
afan», P> 6 —, 0<t<2 
Cr mar > (onzas: 
De la condición inicial hallamos la función continua 
20 P 0<:<5 
44—41, 251654 
Demostremos, a base de verificación directa, que 2 (-)€ аһмшїп, Toma- 


mos una función A{:)€ КС! (0, 40 tal que z(-)4h (-) sea admisible en el 
problema. Para esto es necesario adoptar una función А (-) tal para la cual 


47 14h1<4, 20) =0. Integrando por partes y teniendo en cuenta que 
200 = (t 402 para 2< 1< 4, obtenemos 


* 
ao a G= | (EH H dt 
і 


4 фас о N fr $ 
-Í (24h de ўла) hay | itua { зах { һа= 
И з ó è з è 
E i А 
+ | e2) naras | hdt>0, 
ed з 


ya que h (t) 0 рага £ € 10, 2] cuando № (0) = 0 у À (1) > 0 cuando г Є [0, 21. 
Así. 2 €ubsmín. 

Ejemplo 2 (problema elemental de acción rápida). Supongamos que tene- 
шов un carro quo se mueve rectamente, sin rozamiento, por rieles horizontales. 
El mismo es manejado (controlado) por una fuerza exterior que puedo variar 
dentro de límites programados. Es necesario parar el carro en un lugar determi- 
nado durante un tiempo mínimo. 

Denotemos por т (2) la coordenada corriente dol carro; por z (0) = y, su 
coordenada intcial; у por 2 (0) = Ey, su velocidad inicial. Para simplificar el 
problema, supongamos que la masa del carro es m = 1. Entonces, según la loy 


de Newton, z= и. Establozcamos la limitación de la tracción on forma do 


u “БЕ 4]. Es preciso parar el carro (z (7) = 0) al comienzo de las coordenadas 
(217) = 0). Obtenemos la siguiente formalización del problema: 


Tit 17164 0 = 05 (2 (M=0 
Solución. Reduzcamos el problema al tipo de problemas de control óptimo 
(р. 6.1.1), sustituyendo las variables z; = z, z4 = 2 е introduciendo el con- 
trol u 


1-1. 4, 
a= nT 


T> inf; 


эш =, 


“2 


Función de Lagrange: 
т 


== $ (ут — г) + pa аа ФАА 


+ м (0) — E) А, ( (0) — E) + 


+ haz, (Т) + Ма, (7). 
Condiciones necesarias. 


a) Ecuación de Euler para la lagrangiana L= p; (т — 2) + pa (3, — u): 


4 
Hal ta, +, 


12=>p»4=0 


а= т=з PA Ct С 


b) Transversalidad еп т para el terminante 1 = М7 + A, (2, (0) — E) + 
+ Aa (z; (0) — Ex) + Эз, (7) — Aata (7): шаш ч 


тю = de (DA 

Ms 
0) Optimidad еп u (no se escriben los sumandos que no dependen de u): 
engt — m (t)i (=i (i) = sign pa (0 para pa (t) e 0. 


d) estacionaridad en T. 
Lr = 0 h — hn (T) H М (Т) = 0. 
Tomando en consideración que 


H()=0, M= pal ра (007) = pl 


obtenemos Zr = 0 <> h = | р, (Т) |. 

Si Ay = 0, de d) se desprende que р. (7) = 0. En este caso р, no puede ser 
un cero idéntico, ya que de lo contrario fodos los factores lagranglanos también 
serían ceros. Por lo tanto, de a) se desprende que p (1) = C (t — T), pero en 


oste caso, de c) se deduce que ш (1) кє 4 КСЫ —1. El conjunto de condi 
nes iniciales, correspondientes a tales controles, че describe por la ecuación 


VA, 20 
ъ<0 


н за, үш) e 7002 =з Ea, bi (el caso de 


OS oc (y 


me — 1 es análogo). 
Pero si 5, зе p(5,), entonces A зе 0 y suponemos que Ay = 1. En este 
caso, do d) se deduce que | pa (Т) | = 1, о sea, oxisten dos posibilidades: 
иш =са@—тТ+1, pCt- M4 


и. 9а posibilidades, en virtud de с) Les corresponden los siguientes contro- 
les 


Р жале y 10&г<т; 
cor moler 
Examinemos las trayectorias correspondientes a los controles óptimos 
ur y u- enel plano (тү, т) llamado plano fásico (fig. 3). 


32005 из 


Para los valores de £ que les corresponde 2 (0 1, tenemos 


heisann НЄ өг, ӨЗҮ СТ ЕС" - 

Por consiguiente, la trayectoria fáxca que corresponde a esos valores es 
un trozo de la parábola л + €. El sentido del movimiento а lo largo 
de еза parábola se halla determinado por el incremento de гу, ya que са este 


rg 3 
caso 7, > 1. Análogamente obtenemos que рага los valoros de £, la trayectoria 


Mágica u U) = 4 кх el trozo de parábola ry 2 1 €, mientras que el 
sentido del movimiento se deduce de la condición de disminución de s4, ya que 


а= 4. 
2 — Ahora señalemos el lugar еп el plano fásico (әү, 250 donde ha de realizarse 
la conmutación de control” Debemos dar en el punto buscado (0, 0) (4, (7) 
= тү (T) = 0) realizando no más de una conmutación y moviéndonos por la 
trayectoria fásica en la dirección permitida. El total de condiciones micrales 
correspondientes a los controles u* {| y и” (7) pueden ser descritas por las desi- 
gualdades Es > Q (5, para a CN, y Es <q (En para и-( }(һд 3) Dichas 
conmutaciones se efectuan en la curva E, = Ф (E). Además es fácil comprender 
que рага cada condición inicial hay una sola curva fásica que conduce al punto 
(0,0) Como | гу | = t, Stompre se encuentra en la trayectoria óptima, resulta 
que 7 +- 1614 € y que, por lo tanto, el tiempo de movimiento Ў + Var ze. 
Móstremos que la trayectoria óptima que comienza en el punto (E, ES 
proporciona la solución al problema. Supongamos que a exa trayectoria le corres- 
Ponde el control w4 ) (para simplificar la tarea supongamos también que 47 (y 
Ла funcion 7 (-) y el tiempo 7. А su voz, admitamos que existe algún otro proceso 
controlado, por ejemplo, (2 (+), u (-), 7), T < 7. Delinamos complomentaria- 
mente Ja función 7 (+) con un cero en el segmento 17, FL. 
En virtud de las condiciones en el extremo izquierdo, las funciones 7 (+) 
y т (-) en el punto + pueden ser representadas de la forma siguiente: 
1 
= $ (907 () deta 


Dado que 7 (s) — 1272 (s) Ys £l0, т], entonces 


09-20) | с 90- 26020 
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además, la igualdad aquí sólo es posible cuando т (з) = 4 en todos los puntos 
de continuidad, pero en este caso resulta 


que z (9 = 20у: € 10, th 
Análogamente, tomando en consideración Јаз condiciones en el extremo 


derecho, la función > (+) y z (-) en el punto т puede ser representada de la forma 
siguiente: 


t 
10)= { 6) z (3) ds. 
z 


Como zl) >—1= 2(#% Ys € (т, 7), entonces 
т 
даа {00-1-7060 
Н 
además, también aquí la igualdad sólo es posible cuando" (1) = —1 y 2 0) = 
= уге 7 
Así pues, tenemos 2 (1) = z (1) y, por consiguiente, 2 (t) = и) z (0 YEE 
Є10, Fl. De aquí 7 = Ê. 


SEGUNDA PARTE 


CUESTIONES COMPLEMENTARIAS 
DE LA TEORÍA DE PROBLEMAS EXTREMALES 


Introducción. En la primera parte del libro se prestó mucha 
atención a la idea de Lagrange acerca de la supresión de las acota- 
ciones (es decir, sobre las condiciones necesarias de extremo еп una 
forma bastante general) para distintas clases de problemas de máximo 
y mínimo. Hemos tratado de exponer nuestros conceptos de tal modo 
que el contenido de la primera parte fuera accesible al número de 
lectores más amplio posible. Р! mente por eso hemos ulilizado, 
antes que nada, los medios del análisis clásico y la geometría de 
dimensiones finitas. Pero debemos tener en cuenta que el campo de 
aplicación del principio de Lagrange es mucho más amplio. Para 
descubrir las causas de tal universalidad, así como para comprender 
los fundamentos de otras partes de esa teoría (condiciones suficientes, 
teoremas de existencia, ete.) es natural ntilizar el lenguaje del aná- 
lisis de dimensión infinita. En breves términos se puede decir así: 
El aparato de la teoría de problemas extremales es el cáloulo dife- 
rencial y el análisis convexo en espacios de dimensiones infinitas. 
Dichos conceptos se basan en varios hechos fundamentales del aná- 
lisis funcional. 

Quisiéramos, en osta parte del libro, poner al lector al corriente 
de las cuestiones relacionadas con la teoría de problemas extremales, 
la cual está destinada a un auditorio más preparado: estudiantes 
de las universidades, postgraduados de los centros de enseñanza 
superior bien capacitados matemáticamente, especialistas eu mate: 
máticas aplicadas, quienes tienen contacto con la teoría de control 
óptimo y, por supuesto, profesores de los cursos de optimización 
de las universidades y centros de enseñanza superior. 

Para que el lector pueda elegir el material que más le conviene, 
sin acudir al estudio de todo el libro, las demostraciones de los prin- 
cipales resultados de la segunda parte suelen ir acompañadas de los 
hechos fundamentales que constituyen la base de un teorema dado. 
Además, para facilitar el trabajo con el manual, proponemos el esque- 
ma (dado a continuación) de interacción de los teoremas para cons- 
truir el material de la segunda parte. He aquí el significado de las 
designaciones abreviadas de dicho esquema: CD, cálculo diferencial; 
AF, análisis funcional; ED, ecuaciones diferenciales; TC, teoremas 
de compacidad: TH, teorema de Helly; TL, teorema de Liapunov; 
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Fl, teorema de la función implícita; CSub, cálculo subdiferencial; 
TD, teoremas de dualidad; EDep, teorema de depuración; PS, pro- 
blemas suaves; PConv, problemas convexos; Plin, programación 
hneal; PL, problemas Баропоуіапоз; PLCO, problemas lineales de 
control óptimo; CV, cálculo de variaciones; CO. control óptimo; 
CS, condiciones suficientes; TE, teoremas de existencia. Entre parén- 
tesis se indica el lugar en el libro donde se expone el material corres- 
pondiente. 


§ 7. Algunos problemas generales 
del análisis funcional y sus corolarios 


7.4. Teorema de Hahn—Banach, separabilidad 
y teorema de Banach sobre el carácter abierto 


Teorema de Hahn — Banach. Supongamos que X es un espacio 
lineal; Хе, un subconjunto lineal de X; р (+), una función sublineal 
en X (es decir, p (-) € SL (X)). y zi una funcional lineal en Xo 
mayoreada por la función р (-) (es decir, (т, 2) < p (1) Y z € Xo). 
Entonces existirá una funcional lineal en X (es decir, т € Х'). tal que 
(a, ху <р) ЄХ y (т. х) = (n г) VIE Xo. 

<] 0. La demostración se basa en el lema de Хот. 

Recordemos cómo se formula ese lema. Sea (M, <) un conjunto 
parcialmente ordenado. Todo su subconjunto A donde cualesquiera 
dos elementos son comparables entre sí (en el sentido de ordenación 
introducida еп M) so Пата cadena. А su vez, llámase cota superior 
del subconjunto M' с: М el elemento ax € М cuando а < a Ya' Є 


€ М", y Mámase máximo el elemento а € M cuando de a < a, a € M 


se deduce que а = а. 
17 


Lema de Zorn. Si toda cadena en un conjunto parcialmente orde- 
nado tiene una cota superior, en ese conjunto habrá un elemento máximo 
IKF, pág. 401. 

4 1. Si Х, =X, todo queda demostrado. Sea XX y 
ЕЄХУХ,. Donotemos X, = lin (Xy E) = (zr = zo + 0. tE 
ER). Si д, 2, ЄХ,. tendremos (a) según la condición, у (b) según 
la definición p (+) € SL (X)): 


шуа айра +з) ра oa (0 


En virtud de (1) obtenemos 
зар (б д) — p (a — E) < 


ель 
< al a +E) баў =: (2) 


En virtud de Jas desigualdades (2) hallamos y entre с y f: 
+. (9 
Supongamos que para x ЄХ, т = сл +18 (z, € Xp tE R): 


“ 
dra a) = a e 415) =: б ЛЕЯ: А (4) 
Está claro que г; ЄХ; Si £>0, entonces 


w 
шу» + BIS (шу аЛ) +) 
3 1а 
ңа, жй) + р (ы + E) — б д0) = 


m 
= p (ze +1). (5) 


Análogamente, para t< 0 demostramos que (т, zo +1§) < 
<P (t +). 

Por lo tanto, la funcional x, continúa «en una dimensión» hasta 
la funcional zi. 

2. Sea A ol conjunto de todos los pares (27, E'), donde 22° os un 
subespacio lineal que contiene Xp; y E”, una funcional lineal en Z, 
que continúa en д, (=> (E, z) = (т„ 2) Yz € Xo) y que es mayorea- 
da por p(A<<=<E, 21<p(2) Уг € 2). Supongamos que 
(E, 2) = œ si z€ D. Introduzcamos en A la ordenación natural 
(Zu E) > (Zo, E) cuando Z¿ T, y E М. = El Si (Las 
ExJacg es una cadena en А, entonces Y Lal, E 2): 


= mín (Es, а), Es fácil comprobar que (7, К) es la cota suporior 


de la cadena. Por consiguiente, según el lema de Zorn, en A existe 
el elemento máximo (2, 2). De la construcción (р. 2) se deduce 
que 2 = X (de lo contrario llegaríamos a una contradicción con el 
máximo de (27, 2)). Dicha contradicción demuestra el teorema. [> 
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Expongamos dos importantes corolarios del teorema demostrado. 

Recordemos que si en el conjunto 7 se ha tema de sub- 
conjuntos т tal que Ø Єт, 7 Є т, además, si la unión de cualquier 
número y la intersección Че un número finito de conjuntos de т 
pertenecen a т, en este caso el par (Т, т) se llamará espacio topológico. 
А su vez, los conjuntos de т se llaman abiertos. Dícese que el sistema 
т proporciona en T una topología. La topología del producto cartesia- 
no de espacios Lopológicos se da naturalmente. 

El total de subconjuntos $ стт se llamará base de entornos si 
para cualquier U Є т se halla un conjunto V € $ tal que VU. 

Si (Т 11) y (7а, Ta) son espacios topológicos, у F: T, — Te 
es su aplicación, esta última se llamará continua si la proimagen del 
conjunto abierto en 7, permanece abierta en 7,. 

El espacio lineal X donde se ha dado una topología se denomina 
espacio lineal topológico si las dos operaciones principales A 
a saber, la adición y la multiplicación por un número, son continuas 
(como la aplicación de X x X en X y de R x X en X respectiva- 
mente). 

El espacio lineal topológico se llamará localmente convezo, si 
en él hay una base de entornos integrada por conjuntos сопуехов. 

Primer teorema de separabilidad. Supongamos que X es un espa- 
cw lineal lopológico (no es obligatorio que sea localmente convezo), 
mientras que A y B son subconjuntos contezos no vacios en X, además, 
el interior de uno de ellos, digamos, de A, no está vacio (=> int A Y) 
y ambos conjuntos no se intersecan (> A (1 В = Ø). Entonces habrá 
un elemento т* € X* lal que 


sup (et, т} S inf (2%, 2). 6) 
ел sea 


La relación geométrica (5) significa que A xe encuentra en un se- 
miespacio generado por 7*, y B, en otro, es decir, А y В se hallan 
separados por cierto hiperplano generado por т*. 

< 0. La demostración se basa en los siguientes hechos: 1) teo- 
rema de Маһи — Banach; 2) propiedades elementales de los espacios 
lineales topológicos; 3) definición y propiedades elementales de la 
funciona? de Minkowsi 

1. Conforme a la condición. existe а, € int A y by E B. Denote- 
mos Cie (А — ap) — (B — bo), Co = ba — ay. De 0.2 se deduce 
que 


CECO(X), OEimC, „ЄС (6) 


En virtud de 03, la función del conjunto de Minkowski С (es 
decir, pC (+)) ostá determinada en todo el espacio X, es sublineal y, 
además, partiendo de las defimciones y la expresión (6), obtenemos 


(Ху < AVEC, pCl) 21. Ф 


2. Denotemos X, .- lin {Co} y supongamos que рага zo € Xp. 
To E жб (Zo. т): арС (су). 


119 


Naturalmente que 
(ai 2) < HC (2) Vo E Xo, (zo, Co) = HC (co). (8) 


Según el teorema de Hahn — Banach, existe una funcional lineal 
Y ЄХ' tal que 


Y lx = (r, z) < yl (2). %) 
En vista de que 0 € int Су uC (2) < 1 Yz Є С (véase (7), de 
(9) obtenemos que (т, г) <1 Ух Є С, es decir, la funcional z' 
está acotada y, por lo tanto, es continua. Así, т' =2* Є X*. 
3, Sea ahora a€ A, b€ В. Entonces 


а 
@ж= o ЖД Бус 
вө 
ое) рса, КЬ 0 


o 
— 10 (с) <1 —1=0, 


es decir, (z*, а) < (29, b) Va € A, DEB. D 
Segundo teorema de separabilidad. Supongamos que X es un es- 
pacio lineal topológico localmente convezo *, y А. un subconjunto 


convezo y cerrado de X, х { A. Entonces se hallará una funcional lineal 
29 Є X* tal que sup (2%, z) |z EA) < G*, т). 

< De acuerdo con la definición de topología localmente convexa 
y еп virtud del carácter cerrado de A, se puedo encontrar ип entorno 
convexo U del punto т que no se interseque con А. El primer teorema 
de separabilidad nos permite hallar una funcional lineal 7* ta) que 


sup {(*, 2) |z EA} < inf ((*, z) 12€ U) <(2*, т), ya que 
la imagen de U al aplicar z > (z*, т) es un intervalo que contiene 
el número (2*, z). > 

Analicemos también el 

Corolario del teorema de Hahn — Banach (lema banachiano). 
Seo X un espacio normalizado y тъ € X. Entonces existirá una funcio- 
nal lineal 2% € X* tal que || 1* || = 1 y (2%, zo) = || zo ll. 

< Si zp = 0, será posible tomar cualquier funcional 7*, 
{\х* [| == 1. Pero si л, 5 0, entonces examinaremos el subespacio 
unidimensional L = lin {zo} e introduciremos en él Ја funcional 
lineal 


@*, azo) = a |l zo 1. 
Está claro que (2*, z) < 12 11 `Vz€L. Por consiguiente, 
según el teorema de Hahn — Banach, se hallará una funcional lineal 


z' que, continuando 2*, será tal que (z, х) < || z || Vz. Pero de 
aquí se deduce inmediatamente la acotación y, por consiguiente, la 
continuidad de z’, es decir, z' € X*. Denotemos por 2* esa funcional. 
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De la desigualdad (2*, 2) < 1211 y la igualdad (2*, z) = 
= (2%, з) = || [| se desprende que ||z* I| = 1. [> 

Teorema de Banach acerca del carácter abierto. Supongamos que 
X e Y son ciertos espacios banachianos; y A, el operador lineal continuo 
de XenY (<> A € £ (X, Y), el cual es sobreyectivo (еъ АХ = Y). 
En este caso, la imagen de cada conjunto abierto en X estará abierta 
en Y. 

< 0. La demostración se basa en el teorema de Baer: un espacio 
métrico completo no puede ser representado como la unión de una 
cantidad mumerable de conjuntos no compactos en ninguna parte 


1. Denotemos que B, = (z 112 II <r} es una esfera de radio r 
en X (т EN); y C,, la clausura de su imagen en Y 1В,. 
Debido al efecto sobreyectivo, Л => U С, = Y. А su vez, a сопзе- 


кем 
cuencia del carácter banachiano (completitud) de Y, resulta que, 
según 0.1, se hallarán ra EN, n € Y y p>0 tales que 

{у Пу 91 p} (10) 


De las definiciones у la expresión (10) se deduce que рага cual- 
quier e > 0 y cualquier y de la esfera en Y, de radio p y con el centro 
en сего, se hallará un elemento E ЄВ, tal que 

Ми т ЛЕ <= у AE — А!) || е. (11) 

En este сазо || Е — A-n [| < гу. donde r, es cierto número fijo. 

Supongamos ahora que y pertenece a una esfera abierta en Y, 
con el centro en cero y de radio p. En virtud de la expresión (11) se 
hallará ту, [рд Шт tal que 


ly — Az П p/2. 


Análogamente hallamos z¿, |12, |< 73/2 tal que I| y — А (a + 
+ 24) Il < p/4. Continuando nuestra construcción llegaremos а una 


¿|< 


С, < Brin p): 


an=) 


sucesión {Zn }nen tal que || xp I| < т 227 e 


< p:2""- Debido a la completitud de X, las sumas de Y convergerán 
a 
cuando n— оо hacia cierto х. Entonces es natural que 


IIS Llar 2279" 


к 


2.43, 


Azr=limA Y x,=y- 
me А 

Así, una esfera abierta en Y, con el centro en cero y de radio p, 
se halla comprendida en la imagen de una esfera abierta en X, con 
el centro en cero y de radio 3r,. De aquí se deduce inmediatamente 
que la imagen de cualquier esfera abierta en X, con el centro en сего, 
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contiene cierta esfera abierta ен Y, con el centro en cero y, en депе- 
ral, la imagen de cualquier conjunto abierlo contiene un conjunto 
abierto. [> 

Del teorema demostrado se deduce evidentemente el siguiente 

Corolario (teorema de Banach acerca del operador inverso). 
Sean X e Y ciertos espacios banachianos AE У(Х, Y), АХ > Y 
y Ker A _ (0). Entonces el operador inverso A- es una aplicación 
lineal continua de Y en X («> ATEZAY, X)). 

Para demostrar que A“! es continuo, debemos establecer 
preimagen de cualquier conjunto abierto permanece abierta c 
aplicación. Pero la preimagen del conjunto {7 соп la aplicación 
A-t es, según la defin mada más que AU y, por lo tanto, si 
UEO (X). entonces AU E O (Y). y eso demuestra la continuidad 
de AS 


7.2, Lemas (де la no trivialidad del anulador, 
del operador inverso derecho, 
del carácter cerrado de la imagen 
y del anulador del núcleo 
de un operador sobreyectivo) 


que son corolarios simples 


Aquí. demostraremos enatro lem 
práctica en todos 


de los teoremas (р. 7.1). Ellos hallarán aplica 
los párrafos posteriores. 

Lema 1 (de la no trivialidad del anntador). Supongamos que X 
es un espacio localmente convero: y Xy. un subespacio cerrado de X 
que no coincide con X. Entonces el anulador X, del espacio X compren- 
dera ип elemento no nulo. 

< Según la condición, existe т € Xx Xu. Conforme al segundo 
teorema de separabilidad, se hallará nn elemento г* € X* tal que 


sup (t, z) < G*, 7) в) 
чл, 


ж 0, entonces хир {(т*, r) | г € 


Si рага cierto ro ЄХ, (2, 
4- оо, lo que contradice la expre- 


E Xa) > sup ((2*, tze) |t ER) 
sión (1). Eso significa que т* Є X2. y de (1) se deduce que z* 20. [> 

Lema 2 (del operador inverso derecho). Supongamos que X e Y 
son ciertos espacios banachianos; y A: Х + Y, un operador lineal 
continuo sobreyectwo. Entonces existirá un operador M: Y — X y un 
número С> 0 tales que 


АМ ~ lyte Ac My -uYy) y Му СЫП 


Y Denoteme рог ВХ una esfera abierta en X, cuyo radio eqni- 


vale a la unidad (ЁХ := {z | 12 || < 1). Está claro que ËX es un 
conjunto abierto en X. Según el teorema de Banach acerca del ca- 


ráctor abierto, AX contiene la esfera ёЙҮ: = (y € Y | || y 1 <8. 
es decir, Vy € 88Y у, рог lo tanto, se hallará z (y): 112 (0) ii <1 
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у Аг) =y. Denotemos Му: = z (55 Entonces, 
partiendo de la definición de M obtenemos 
А ву зуу _ 2 
AMY MM NS yl Р 


Nota. La aplicación construida de A, hablando en general, 
os discontinua. No obstante, se puedo lograr que la misma sea con- 
Чапа, Dicha construcción se basa en el siguiente resultado. 

Teorema de Michael acerca de la selección continua. Supongamos 
que T es un espacio métrico; X, un espacio banachiano; y F, una apli- 
cación multiforme continua que confronta el elemento СЄ T con el 
conjunto no vacío convexo cerrado F (t) с X. Entonces existirá una 
aplicación continua f (+): Т-> X tal que f (t) EF (VYLET. ua 
mes R. В. Geometric funcional analisis and applications 
Springer, 1975). 

Ahora, para que la aplicación inversa derecha seu continua, es 
necesario elogir А => t y usar el teorema de Michael para la aplicación 
multiforme 


Fiy) ТАУ ABO, kint (e l] Ar o yp, 


donde A-'y es la preimagen de y. (Del teorema do Banach se deduce 
inmediatamente que F es continua). Este material se analiza con 
más detalles en esa misma obra (s. 184, 185). En lo sucesivo este 
hocho será llamado lema del operador continuo inverso derecho. 

Lema З (acerca dol carácter cerrado do la imagen) Supongamos 
que X, Y y Z son ciertos espacios hanachlanos; y A y Н, ciertos operadores 
lineales continuos de X, respectivamente en Y у Z; además, АХ es un 
subconjunto cerrado en Y. y B Kor A, un subconjunto cerrado еп 2. 
En este caso. la imagen de X en la aplicación т —» (Az, Be) permane- 
cerá cerrada en Y X Z 

<] Denotemos АХ рог X, Aquí se trata do un subconjunto 
corrado (según la condicion) del espacio hanachiano Y y, por con- 
siguiente, del propio espacio banachiano. De acuerdo con la defini- 
ción, AX = Y, Eso significa que. según el loma del operador in- 
verso derecho (lema 2), existirá un operador М: Y, — X tal que 


Аму =y, My NEC ly NV EY, (2) 


Supongamos que (y, ғ) pertenecen a la clausura (АХ, BX), es 
decir, que existe una sucesión (Zn Jue к lal que y = lim Aza, с 


lim Brn. Denotemos M (Ar, — y) por En. Entonces 


maw 
a “ 
А (In — Èn) = А (та — M (Azn — 9) Y 
З па, пса, — y 10 
Así pues, 
ВЕ, 0. ГА] 
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de donde, en virtud de (3), 
ar E 


б E = {§ = Br | Az = y}. 


Pero 3 ез el desplazamiento de la imagen del núcleo A con la 
aplicación B fz | Ar = y} = B KerA +n, €, por consi- 
guiente, E permanece cerrado, es decir, (según las definiciones) para 
2615 - E existe rE X: Az = у, Br =r. D 

Lema 4 (acerca del anulador del núcleo de un operador sobreyecti- 
vo). Supongamos que X e Y son ciertos espacios banachianos; y А, 
el operador lineal continuo sobreyectivo que aplica X a Y. Enlonces 
el anulador del núcleo será la imagen de A*: (Ker 4)2 = Im А". 


< 1. Sea 2* E Im A* = б Ayo. En este caso Vz Є 
E Ker A > 


n 
(at, z) (A*y*, т) = (y, Az) = O => Im А* с (Ker A): 


2. Sea z* Є (Ker А)! <> Аг — O => (1*, z) = 0. Apliquemos 
el lema del carácter cerrado de la imagen (lema 3) a X, Y, Z = R, 
A y Br = (2%, т). Según este lema, (AX, (z*, X)) €CI (Y x R) 
(ya que Im À =Y, B Ker A = {0) ЄСЇ(В)). El subconjunto 
cerrado (AX, (z*, X)) no tiene punto (0, 1) (ya que Az = 0 = 
= (z*, т) = 0 # 1). Entonces, en virtud del lema de no triviali- 
dad del anulador, existirá un elemento no trivial del anulador del 
espacio (АХ, (z*. X)), es decir, se hallará (y*, 24), y* € Y*. 
do ER tal que 

do ат, z) + (y*, Az) > б\г. 
ТАТА И 0 о бы* + Aty", г) =0Vz. 0) 


Pero dy 3 0 (ya que, de lo contrario (у*, Ar) = ОМгЄХ => 
=> (АХ = Y)y* = 0, lo cual es una contradicción). Рог consi- 
guiente, de la expresión (5) obtenemos 7* = A* (—y*/Ap). 


2>:€dE, 


7.3. Teoremas de Krein—Milman, Tíjonov, Liapunov, 
Caratheodory, Radón y Helly 


7.3.4. Teorema de Krein — Milman, Supongamos que en un es- 
pacio localmente convezo se ha dado un subconjunto no vacio, convexo 
y compacto. En este caso ese subconjunto será la clausura conveza de 
sus propios puntos extremos. 

Recordemos que el punto z de un conjunto convexo se llama 
extremo si no es un punto interno de ningún segmento cuyos extre- 
mos pertenecen a dicho conjunto. El total de puntos extremos del 
conjunto A se denota por extr A. El concepto de punto extremo fue 
introducido por G. Minkowski, quien también demostró la variante 
de dimensión finita del teorema formulado más arriba. 
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< 0. La demostración del teorema de Krein — Milman se basa 
en. los siguientes hechos: 1. Lema de Zorn. 2 Segundo teorema de 
separabilidad. 3. Lema del sistema centrado. 

1. Lema. El conjunto de puntos eztremos de un compacto no vacio 
y convexo está situado en un espacio localmente convezo, perteneciente 
a un hiperplano de apoyo que no es vacío respecto a dicho conjunto, 

Recordemos que por hiperplanos entendemos los conjuntos del 
nivel de funcionales lineales continuas. Decimos que tenemos un 
hiperplano de apoyo para cierto conjunto, si dicho conjunto se halla 
situado en uno de los semiespacios generados por el referido hiper- 
plano y el mismo se interseca con este último, es decir, 

H es el hiperplano <> H = {z | (2, z) =a, 

EX", «ER; 

Н os un apoyo рага А «=> А с {z | (z*, 2) <a o bien Ас 
e {zl (zt, z) >a y Н ПА + 0. 

<< Оігетоз que la variedad afin М es un apoyo respecto a А, 
МПА + Ø, y del hecho de que x EM ПА, z = az, + (1 — а) з, 
0 <a <1, лу, т, € А se deduce que лу, z, € М. Está claro que el 
hiperplano y el punto extremo son variedades de apoyo. Suponga- 


mos que tenemos cierta funcional lineal 7* y examinemos la función 
1 (2*, х). Por lo visto, esta última alcanza en А su valor máximo 
(función continva en el compacto) que designaremos por a. Así pues, 
Н = {z € X | (2*, z) = а es un biperplano de apoyo para А (con 
otras palabras, el conjunto de hiperplanos de apoyo del compacto 
по es vacio). 

Sea a = М el conjunto de todas las variedades de apoyo cerradas 
para А comprendidas en 11. Ese conjunto no está vacío, ув que con- 
tiene TÌ. Ordenémoslo con arreglo а la inclusión. Si (Ma Jacq es una 
cadena en A, entonces debemos examinar П Ma =: №. Natural- 


e€ 
mente que W es un conjunto cerrado. Según la definición, la familia 
(Ma N 4) се forma un sistema centralizado. Por lo tanto (р. 0.3), 


existe £ € N (Ma N 4). es decir, № ПА 5 Ø, lo cual significa, 
agl 


con evidencia, que N es un apoyo. Consiguientemente, W ез la cota 
inferior de la cadena. Según el lema de Zoru (р. 0.1), existe el ele- 
mento mínimo Na. Además, У, f А os un compacto no vacío y con- 
vexo y, por lo tanto (si №, П А consta de más de un punto), en No 
existe el hiperplano de apoyo L para A. Pero eso significa que L 
es una variedad de apoyo «menor» que Na, es decir, №, no es el ele- 
mento mínimo. Dicha contradicción demuestra nuestro lema. [>[> 

2. Sea B la clausura convexa de los puntos extremos de А. Eso 
significa que B es un conjunto cerrado y no vacío (según el lema). 
Supongamos que existe ¿ Є AN В. Entonces, del segundo teorema 
de separabilidad (p. 02) resnlta que existe 2%: sup (2%, z) < 

Кт 
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< 0%. 6) = 


к> y y que el hiperplano Н, := {z ш*, x) — p} os un регріапо 
cerrado de apoyo para A. Según el lema, existe т, € extr А N Hy. 
Pero oso contradice el hecho de que sup (2%, 2) <y% p = 


җе A 
= (at, Za), 1 E extr А. р 

-3.2. Teorema de Тіјопоу sobre la compacidad. Lo utilizaremos 
para demostrar el teorema de compacidad de la subdiferencial 
(р. 8.1.4). Sea (Xa, Ta) una familia de espacios topológicos. Exa- 
minemos el producto cartesiano de conjuntos Xa, es decir. el con- 
junto X: A Xa:= ((2ajacgl a E Ха, «ЄЎ. Llamemos el 

Y 


Venotemos p máx (2*, т) Está claro que 
atA 


espacio X producto tijonoviano. Programemos en X la topología t 
recurriendo al sistema de conjuntos (A (шщ. .... am, Ман 

«Man MEN, а. ЄМ, 3—4. „ж Ҹ., CON 
Alan n Am Nap- Ма) = {бта}! tar Еа, 1< 
йт, ta € Xas AEAN (an - + ам). 

Esta topologi і 

Teorema de producto tijonoviuno 
de espacios topológicos compactos es un compacto en la topología tijo- 
потапа, 

La demostración véase, por ejemplo, en el libro de №. Dantorl 
y С. Solwarz Operadores lineales M.; l, 1962, pág. 45. 

.3.3. Teorema de Liapunov. Lo utilizaremos оп el $41. Antes 
de enunciarlo recordemos algunas definiciones. Sea 7 cierto con- 
junto; y E — 8, el álgebra de los subconjuntos de T. El par (7, У) 
se lama espacio mensurable, Si p: X— R— о es una función 
aditiva en Y, entonces ella se llama medida; y el conjunto triple 
(Т. E, р) se denomina espacio con medida. Si en (Т, X) se da un 
húmero finito de medidas ну. - pn, se dice que p = (Mp +. 

‚+ Hn) es una medida vectorial en (Т, 3). La medida se llamará 
continua зі con cualquier A < У. para el cual p (А) >0, se halla 
AY tal que 0 <p (4) <p (А). Una medida vectorial se 
атага continua si todas sus componentes son continuas. Si (7, Y. н) 
es un espacio con medida, entonces 7 admitirá la descomposición 
de T = T, UT. T4, Т- ЄЎ, además, p (A N74)>0VA CY, 
n(A NT)<OVA CY. Las medidas p} y p- determinadas 
por las relaciones p4 (4) := p (А 074), p- (4) := p (A ПТ.) 
se llaman variaciones superior e inferior de la medida p. En este 
caso es evidente que p = p+ + p. Dicha descomposición se deno- 
mina descomposición de Jordán de la medida y. También será una 
medida la función |p |:= ра — p- denominada variación total 
de p. La medida y se denominará finita si |p | (Т) < оо. Sean 
(T, У, v) y (Т. Y, p) ciertos espacios con medidas v y p, además, 
el par y es positivo. La medida v se llamará absolutamente contínua 
respecto a н, si v (4) = О para cualquier A с Y tal que p (А) = 0. 

Teorema de Radón — Nikodim. Sea (7, Y) un espacio mensu- 
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rable en el que se dan dos medidas: p, que es finita y positiva; y у, que 
es finita y absolutamente continua respecto a y. Entonces existirá una 


función p (°) € Li (Т. E, p) tal que Ja а f раруА ЄЎ. Este 


А А. 
material se examina más detalladamente en IKF, сар. 5, pág. 4051. 
Ahora enunciemos el teorema. 

Teorema de Liapunov. Sea p una medía continua, finila y vec- 
torial en el espacio mensurable (Т, У). En este caso la imagen de esa 
medida será un compacto convexo. 

Llámase imagen de la medida y: У. —> В", por supuesto, el con- 
junto M = |х pt) AEX- 

< 0. La demostración del ieorema de Liapunov (efectuada 
por Linden — Strauss). se llevará a cabo utilizando los siguientes 
hechos: 1. Teorema de Banach — Alaoglu sobre la compacidad en 
la topología débil de una esfera unidad en un espacio banachiano 
conjugado con otro espacio banachiano (este conocido resultado será 
obtenido como corolario de los teoremas de compacidad en un aná- 
lisis convexo). 2, Descomposición de Jordán. З Teorema de Radón — 
— Nikodim. 4. Teorema de Krein — Milman. 5. Carácter corrado de 
un subespacio de dimensión finita en un espacio banachiano. 6. Lema 
del amador. 7. (L (Т. №, p))* = La (7. №. н). 

1 Sea p una medida vectorial dada y sean p = (Mas + ++ Un) 
de Jordán de sus componentes 

Flua} En virtud de 


= pi dp), 


м) | pi Odp «> dp 
A 


s Pa C) a) 


Sea W := {а () Ela (7, №, H10<a Sl, сам por do- 
quier £ € T}; W es el desplazamiento de la homotecia de la esfera 
unidad B -+ В (Т, Y. р). a saber, W = 28 4 1 (-)2. donde 
por 1 (+) se denota la función en 7 equivalente a la unidad, De acuer- 
do con el teorema de Banach — Alaoglu. la esfera £ у. por consi- 
guiente, también la esfera 17, constituyen el compacto en la topología 
débil Lo (7, №. p) 

Supongamos que 


pi (a, 


м) (0а, аана Y 
i г 


"фаш. Я at pride) - 
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Es obvio que A € £ (La (T. Y, н), R") y, por lo tanto. AW 
es un compacto convexo еп Н". Además. М с AW, ya que si z EM, 
entonces 


= } а =f 14 (t) p (0) du € AW. 
Н ? 

Sea ге AWy И. := (a () €W [Ла (-) ==) < W, = 
= A-'z f) W. En vista de que W, es la preimagen del punto 2 en 
una aplicación lineal continua que se interseca con un compacto 
convexo, resulta que W, también es un compacto convexo y, por 
consiguiente, según el teorema de Krein — Milman, el mismo tiene 
el punto extremo а (+). Supongamos que a (-) по es una función 
característica. Eso significará que existe un conjunto A € J), 
к (А) >0 y un número 0 <e <1 tales que se cumplen las desi- 
gualdados «<a (t) S1 — ЕМЕА. 

Denotemos А por Aj. Tras determinar la continuidad de p se 
hallará un conjunto А, Є Ў) tal que 0 <p (4,) < p (Ao). 

Supongamos que A; := AoNA;. Después descompongamos А, 
en А, y А, y hagamos eso n + 1 voces. Como resultado obtendremos 
la siguiente descomposición: А, = А, U --- U Ansi p (4) > 0, 
А, ПА, =Ø. Supongamos рага y = dme +- ee Mapa) € REA 


рв. EAn 
| 0 ща 
ntt 
Entonces И рдап У m { pi (Dda у, por lo tanto, 
м. А 


existirá N= (l ++ ын) tal que ИШ її хр, (t) dp = 0 (esta ecua- 


nn- 1 incóg- 
mos una Cons 


ción es un sistema lineal homogéneo de йй! бш 
nitas) Así, у(-, n)E(lin (р, (+), -s Pa (+ 
tanto А tan pequeña que |10 Mesias = Ay, Е l<e. Como re- 


sultado obtenemos: Aat ESTO )= A (+) = 2,090. DESG St 


casi por doquier es decir, a (+) £extr W y. La contradicción demues- 
tra el teorema. [> 

7.3.4. Teoremas de Caratheodory, Radón y Helly. El objetivo de 
este punto consiste en exponer la demostración del teorema de Helly, 
del cual se deduce el importante teorema de depuración (véase el 
p. 1.6 y después el punto 8.3). Uno de los métodos más sencillos de 
demostración de dicho teorema se basa en los teoremas de Caratheo- 
dory y Radón que presentan interés independiente. 

Teorema de Caratheodory. Supongamos que А es un subconjunto 
no vacío en В" y que т pertenece a le envoltura conveza de A. Entonces 
existirá un número т < n + 1 y r puntos z: € A, 1 < i < r tales que £ 
pertenecerá a la envoltura conveza del conjunto (xy, .... £a}. 
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< Recordemos (véase el p. 1.6) que si z pertenece a la envol- 
tura convexa de А, existirán N у N puntos (xj, ...,2y) de А, 
x 


x 
tales que z= У) az; donde a;>0, 2 a=1.SiN<n+1, todo 
a © 


queda demostrado. Supongamos que № >n+ 1. Entonces el número 
de vectores z;— zı, ¿=2, ..., n superará n, lo cual significa que 
ellos son linealmente dependientes, es decir, se hallarán números 
са, --» Cy que по son а la vez iguales a сего, y tales que 


Y х 

& e (1—2)=0 => р Мм =0, à; no son todos iguales а сего 
“к т N 

y 2 м=0 (=, 122, k=- 5 ci). Sin limitarse а la posi- 
e E 

bilidad de generalizar, podemos estimar que A/>0, ¿=4,...,k, 


м0, >. Sea адд, máx адуу Entonces 2= J) at, = 


а 
x x 

=(Ум=0) = (м): Вахт. Es evidente que 
tt A t 


la = 
B,>0 cuando ¿<k, ya que hy, es negativo, mientras que A, ез 
positivo. Pero si ¿>k-+ 1, entonces, en virtud de nuestra elección, 
аа, => в >) hi (уа que Au <0), es decir, В,2>0 Vi. 


Poro en este caso, en primer lugar, РУ В Y (а аА) 4, 
5 d 


y en segundo lugar, бу = 0. Hemos recibido la representación de 
т a través del elemento N—4. Continuando este procedimiento 
llegaremos a la demostración necesaria. {> 

Teorema de Radón. Supongamos que en R" se ha dado un sistema 
C = {zs ..., тһ) integrado por т 22 п +2 puntos. Además, С 
puede ser dividido en dos conjuntos C, y Cs (C = С, U Cy, С, NC, = 
= Ø) de tal modo que las envolturas convezas Су y C, tengan una 
intersección no vacia. 

< En vista de que m>n+2, razonando igual que al prin- 
cipio de la demostración del teorema anterior, llegamos а la con- 
clusión de que existen los números Ay, ...., Am que no son а la vez 


iguales a coro, y tales que У 2:=0, Y Azy=0. Sin limitarse 


a la posibilidad de generalizar, podemos estimar que A/>0, 
i= 1, -as k, 2<0, i>k+4. Supongamos que Ci=(2,....,2a), 


Ca= (Inst -+ Tn)" Evidentemente que C=C,UC, y С, N C= Ø. 
к a m 

Supongamos quey= У) A¿x,/ Xi Ay. Entoncesresultaquey= © — 
а & н 


А Y —М = yEco C, N co С, > 
9 
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Teorema de Helly. Sea A= (А.), а, Aa С А" ила familia 
de conjuntos convezos cerrados, uno de los cuales — А. — es compacto 
у, además, se cumple la condición de Helly: toda subjamilia que consta 
de n + 1 conjuntos tiene una intersección no vacía. En este caso, la 
intersección de todos los conjuntos de la familia „А no es vacia. 

< 0. La demostración se basa en el lema del sistema centrado: 
para que el espacio topológico sea compacto es necesario y suficiente 
que cada sistema centrado (es decir, el sistema de subconjuntos cuya 
cualquier familia finita tiene una intersección no vacía) de sus sub- 
conjuntos cerrados tenga una intersección no vacía. Este hecho se 
deduce inmediatamente de la definición corriente de compacidad 
[véase KF, pág. 931. 

1. Demostremos el teorema a base de inducción por el número 
de conjuntos. Para т = л + 1 conjuntos la afirmación del teorema 
es trivial. Pero supongamos que dicha afirmación es justa para 
т — 1 conjuntos, т > л + 2. Examinemos la familia de т con- 
juntos А + Aa Según supone la inducción, existe г, perte- 
neciente а la intersección. de todos los conjuntos Ау excepto Ay. 
Según el teorema de Radón, el conjunto C = {z}, ..., Zm} puede 
ser representado en forma de la suma C = C, U Cp Сү = (2) i€ 
ЄЛ}, С, = (a) 17), Л (12, =Ø, со С, Nco C, @. 

Sea yEco С, П со Ca. |е aquí, si ¿EJ,, entonces, según la 
definición, z€ N Ал, ев decir, y€ П Ay. Análogamento, y€ (ПА, 

хл ка к 


o sea, уЄ П Aj. Соп la aplicación del lema del sistema centrado 
a lo familia (Aa NA) ey ас > finaliza lo demostración del 
teorema. 


$ 8. Análisis convexo en espacios lineales 


8.1. Relaciones duales en el análisis convexo 


Ya hemos subrayado, en el p. 1.5, que una de las tesis más im- 
portantes del análisis convexo consiste en que cualquier objeto con- 
vexo (conjunto, función o problema extremal) admite doble desorip- 
ción, principalmente en un espacio dual. Para que dicha tesis reciba 
su expresión exacta, primero es necesario esclarecer lo que signi- 
fica espacio dual. 

8.1.1. Espacios en dualidad. Supongamos que X e Y son ciertos 
espacios lineales, y В: X x Y — Res la forma bilineal determinada 
en su producto cartesiano. Dícese que la forma В conduce a la duali- 
dad de X e Y si para cualquier z 5 0, z € X se halla un elemento 
y EY tal que B (г, y) 5 0 y, viceversa, si para cualquier 1 92 0, 
1 € Y existe un elemento Ẹ Є X tal que B (E, n) 40. 

Citemos dos ejemplos importantes. 
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1. Sea X =Y = R", B (z, у) = (z, у) = Y ту, una forma 


bilineal estandarizada еп R" x R". Tal forma estandarizada cón- 
duce a la dualidad de Y := К" y X := R". 

2. Sea X un espacio normalizado; Y : X*, un espacio conjugado 
con X; y B (z, 29) := (29, z), el efecto que ejerce la funcional 
lineal z* € X* sobre el elemento z € X. Esa forma bilineal (a veces 
Mamada canónica) conduce a: la dualidad de X у X*. 

Efectivamente, el hecho de que para 2* 5 0, z* Є X* se hallo 
т € X para el cual (2*, z) 0, se deduce simplemente de la defi- 
nición de funcional lineal no nula. Y el hecho de que para cada т + 0, 
2 € X se halle z* € X* para el cual (2*, т) 5 0, se deduce del Jema 
de Banach (p. 7.4). 

En lo sucesivo, la forma bilineal que conduce a la dualidad de 
X e Y también la designaremos por (+, -), y el hecho de que Х 
so encuentro en dualidad con У lo designaremos por X + d Y. 

La dualidad engendra cierta topología en cada uno de los espa- 
cios X e Y. La topología en X, designada por о (X, Y), se halla de- 
terminada por la base del entorno de cero que consta de los semi- 
espacios 


йш, 02100, 06), В>0. 


Esta es una de las topologías más débiles con la que las funcionos 
z— (z, y) son continuas. Análogamente se determina la topología 
о (Y, Х). Su base de entornos es generada por los semiespacios 


° 
П. (z, B) = (yEY ! (z, у) <B.B>0 

Las topologías о (X, Y) (o (X, Y)) convierten X (Y) en espa- 
cios localmente convexos. 

(R° «— d — R") o (R”, R°), en el primer ejemplo que hemos 
examinado es una topología corriente еп А" (cuando el conjunto 
abierto se caracteriza por el hecho de que para cualquiera de sus 
puntos existe una esfera euclídea abierta, con el centro en ese mismo 
punto y que se halla por completo situada en el referido conjunto). 
En el segundo ejemplo, cuando X —d=>X* (X es un espacio 
normalizado; y X*, un espacio conjugado con el primero, y la duali- 
dad se efectúa mediante una forma canónica), la topología о (X, X*) 
se Ната topología débil, mientras que с (X*, X) se denomina débil * 
topología. 

La topología т en X se dice que está coordinada con la dualidad 
si el espacio conjugado con (Х, т) coincide con Y. La topología 
o (X, Y) es la más débil de las topologías coordinadas con la duali- 
dad. La topología fuerte del espacio normalizado también se halla 
evidentemente coordinada con la dualidad descrita en el ejemplo 2. 

8.1.2. Operadores del análisis convexo. Describamos los operadores 
duales (ya lo hemos hecho en el p. 1.5 al examinar un caso de di- 
mensión finita). Sea X <- d — Y. 


o. 431 


Llámase transformación de Legende — Young — Fenchel de 


la función f: X — Ñ (o función conjugada con f) la función en Y 
determinada por la igualdad 


1% (0 := sup ((z, y) — f (2). 
Рага la función conjugada también utilizaremos otra designa- 
ción (operacional): 1/. Si g: Y — Ñ, entonces 
lg (z) := sup ( (z, y) — @(у)) 
У 
La función 
B} (2) += 00) (a): sup (б. y) — ON (4) 
se Пата segunda conjugada con f. De la definición de la función con- 
jugada se deduce la desigualdad de Young 
(r у) < / (д) 4 00 0 


Llámase polar del conjunto A СХ, A + Ø el siguiente con- 
junte : 


A = (YEY | (у. у) <]1%гЄ А}. 
Análogamente se determina la polar del conjunto situado en У. 
Para la polar A utilizaremos otra designación (operacional): n4. 
El conjunto a (лА) se Пата bipolar А 

Decimos que un cono conjugado con el cono K СХ tiene ol si- 
guiente aspecto: 

К* = (Y EY | (2, y) 20%: К). 

Igualmente se determina el cono conjugado со! 
así como el segundo cono conjugado con K. Es 
que К = —ak. 

Por subdiferencial de la función sublineal р (<> convexa, homo- 
génea у de primer grado) en X (<> p E SL (X)) so entiende el si- 
guiente conjunto en 

др:= (уЄУ | (e, y) <p (7) Yz EX}. Е 

А su vez, por subdiferencial de la función conveza f: X — R en 

el punto z se entiende el siguiente conjunto en Y: 


OE = YE Гад у) < a) – I G) Yah 


Sea A un subconjunto en X. En el análisis convexo desempeñan 
un papel importante las siguientes tres funciones: 
— función de apoyo 


sA (y) = sup {(z, y) |r € А}, 
— función de Minkowski 
pA (2) := inf (a Laz € A) (inf Ø := оо), 


cono LEY, 
1 comprender 
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— función indicadora 


ва | 0, тєЄА; 
о РНЕ ЭЯ 

Todas estas determinaciones рага el caso de dimensión finita 
fueron expuestas en el p. 1.5, donde también se dan diversos ejem- 


оз. 

P 981.3. Teoremas de dualidad y compacidad. En el р. 1.5.3 hemos 
enunciado los teoremas de dualidad y compacidad para el caso de 
dimensión finita y hemos dicho que en la segunda parte del libro, 
esos teoremas serán formulados y demostrados con arreglo al caso 
de dimensión infinita. En este párrafo se dan las enunciaciones de 
los teoremas, y en el párrafo siguiente se exponen sus demostracio- 
nes, Las enunciaciones de los teoremas prácticamente no han sufrido 
modificaciones (véase el р. 1.5.3). 

Пе aquí la situación general de dimensión finita en la que son 
válidos los teoremas de dualidad y compacidad: X e Y son espacios 
en dualidad, y X posee una topología т que concuerda con la duali- 
dad. No obstante, vamos arsimplificar un poco el problema analizan- 
do un caso idéntico: cuando X es un espacio localmente convexo que 
permanece en dualidad con su espacio conjugado, Así pues, 

Teorema de dualidad. Sea X un espacio localmente convexo. 

a) La función f: X —> R coincide con su segunda conjugada si 
y sólo si esta última es conveza y cerrada. 

b) El conjunto no vacío A < X coincide con su bipolar st y sólo 
si esta última es conveza, cerrada y Contiene cero. 

с) El cono К < X coincide con su segundo conjugado si y sólo si 
este último es convexo y cerrado. 

d) La función sublineal con una subdijerencial no vacía posee igual 
propiedad que здр = p si y sólo si p está cerrada. 

е) El subconjunto no vacio А с X coincide con el conjunto ôsA 
si y sólo si A esconvezo y cerrado. 

Recordemos que a) se llama teorema de Fenchel — Moreau, 
y b), teorema de la bipolar. 

Teorema de compacidad. Sea X un espacio localmente convezo. 

a) La polar del entorno abierto de cero en X es compacta (en la 
débil * topología de X*). 

b) La subdiferencial de una función sublineal continua de X es 
compacta (en la débil * topología de X*). 

Todo eso demuestra que las enunciaciones del р. 1.5 aquí tam- 
bién son casi idénticas, tan sólo R* puede ser sustituido por cualquier 
espacio lineal topológico localmente convexo. 

8.1.4. Demostraciones de los teoremas de dualidad y compacidad. 

Primero demostremos el teorema de Fenchel — Moreau, 

< 0. El lugar central en la demostración le pertenece al segundo 
teorema de separabilidad (р. 7.1). 
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1. Necesidad. Sea Pf=f. Entonces 
(E Ж sup (ое, 2) —17 (29) = :supa (z; 2%, Lf (2%), 


donde la función afín a (-; т*, B) puede ser determinada por la 
igualdad a (т, т*, B) = (2*, z) — р. La función a (-; 2*, If (z*)) 
es una función cerrada, mientras que la supergráfica de la cota supe- 
rior de la familia de funciones convexas cerradas es, en realidad, la 
supergráfica de un conjunto convexo cerrado. Por lo tanto, / es una 
función convexa y cerrada, 

2. Suficiencia. Sea f una función convexa y cerrada. Si f = со, 
entonces, por definición, [f = f. Pero si f == co, en este caso dom f 32 
Ø y ері f es un conjunto no vacío convexo cerrado en X X R, 
el cual no coincide con X x R. A consecuencia de la desigualdad 
de Young ((2*, 2) < f (2) + l} (2)), obtenemos que sup ((2%, z) — 


ат 
= 0 (9) = Ву f (2), es decir, ері PY > epi f. 

Supongamos que existe el punto ль € dom Pf, donde bY (z) < 
< Í (zo). Sea, además, que E € dom /. El punto (E, / (E) — 1) no 
pertenece a epi / y, según el segundo teorema de separabilidad, el 
mismo puede ser estrictamente separado de epi f mediante una fun- 
cional lineal по nula. Eso significa que se hallarán 2* € X* y y € R 
tales que 
Ү@@—1) + (5%, E) > sup fya + (2%, z) | (2, а) E epi f}. (1) 

Por supuesto que la desigualdad y > 0 es imposible, ya quo do 
lo contrario, en la parte derecha obtuviéramos +00, lo cual contra- 
dice la expresión 1. Tampoco es posible la tolerancia de y = 0, ya 
que entonces resultaría que (2*, E) > (т*, E). Consiguientemente, 
y < 0 y, entonces, dividiendo ambos miembros de la desigualdad 
1 entre | y | y suponiendo т|* == т*/| y |, obtenemos que [у (1*) < 
< оо <= dom lf + 07. 

Ahora separemos de epi / el punto (zo, Pf (xọ)) basándonos de 
nuevo en el segundo teorema de separabilidad. Eso significa que se 
hallarán los números б y 23€ X* tales que 


BEJ (20) + (28, zo) > sup (fa + (23, 7)17€dom/, a> f (2). 
Ё @ 
Aquí В tampoco puede ser ua número positivo, ya que de 10 con- 
trario la cota superior а la derecha sería igual a +00. El сазо de 
В = 0 tampoco es posible, ya que de lo contrario 
М (пе + tx?) := sup (де + izo z) — f (z) i z € 
€ dom f} < sup {(д*, 2) — / (2) |z € dom f} + 
+ tsup {(z8, z) 17 € dom f} = 17 (1*) + 
+ tsup (05, z) | € dom f}. 
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Consiguientemente, 
BJ (д) > це +1 Ta) — (+ tag) > 
> (пе. л) — lf (mt) + t (5, 20) — 
— зир (05, х) |= € dom f)) > оо para t— оо 


en virtud de (2) (para $ = 0). Así pnes, 2, ¢ dom Ef a pesar de la 
tolerancia. Por lo tanto, В <0. Dividiendo ambos miembros de la 


desigualdad (2) entre | $ | y suponiendo 2* = | B |7\л*, obtenemos 
GA, zo) — Ву (zo) > зар (09, zo) — de 
а 126 dom f, a>1(2)=14 (2), 


es decir, (2%, £o) > Y (2) + Pf (xa) contradice la desigualdad de 
Young. [> 
Demostremos todas las demás fórmulas del teorema de dualidad. 
< La demostración del teorema de la bipolar se basa en las si- 
guientes fórmulas que derivan de las definiciones: 


ЧУА = зА, (и) а = ӧлА, (iü) 0 EA = prA = sA. 


La necesidad en b) es evidente. Suficiencia. Supongamos que А 

es convexo y cerrado y que contiene cero. Entonces 
ЖЭКИ: » 
SA = lpnA = ЗА = Г$А = 64 = èA = A. 

La fórmula с) se deduce inmediatamente del teorema de la bi- 
polar, puesto que К** = л2К. 

La necesidad en las fórmulas d) y e) resulta de las definiciones. 
Sea p una función sublineal convexa y cerrada. Entonces, tomando 
en consideración la relación explícita (IV) lp = бдр y la relación 
a), obtenemos 


ә аҹ о (0 
р = Pp = 1(1р) = др == здр. 
Demostremos la suficiencia en 4), Sea А un conjunto convexo 
ө, der w, ау 

y cerrado. Entonces $4 = PSA = l (16А) = [8А = 60sA => А = 
== дзА. Por consiguiente, el teorema de la dualidad resulta total- 
mente demostrado. [> 

Pasemos al segundo teorema: acerca de la compacidad. De- 
mostremos su segunda parte (teorema acerca de la compacidad de la 
subfuncional). La primera parte se demuestra análogamente. 

< 0. La demostración se basa en los teoremas de Tíjonov* 
y de Fenchel — Moreau. 

1. Sea p una función continua sublineal. Utilizando la relación 
(ТУ) (1р = бдр) que participó en la demostración del teorema ante- 
rior, nos convencemos de que др es un conjunto convexo no vacío. 


Ж Véase, por ejemplo: Danford N., Schwarz 3. T. Operadores lineales. 
M.; L., 1962, pág. 45. 
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Denotemos Я = |] р (—2), р (2)1 (producto directo de los 


segmentos |—p (—2), р а de todos los conjuntos т Є X) соп topo- 
logía tijonoviana. Según el teorema de e Попот, Y es un compacto. 
Sea т* Є др. Supongamos que que : X> A, Gre (2):= (2%, т). 
De la definición de la subdiferencial de z) <р (т) Ут) se deduce 
que Que (-) EY. Denotemos (pe (-)х*Єдр mediante Ж. Si г} s+ 
zh entonces, por definición, existirá т: (27, г) 5 (шї, 2), 
es decir, фуу (-) 9 qu (+). Por lo tanto, la aplicación de dp a Y, 
realizada соп ayuda de (фз (-)Jasco, (explícitamente continna), 
es recíprocamente unívoca. 

2. Demostremos el carácter cerrado de Y en Y. Supongamos 


que /(:) pertenece а la clausura de Y en A. Según la definición, 
oso significa que para cualquier entorno АА del punto 7 (0) en U, 
existe z* =x* (V) tal que Qu» (+) € V. 
ЫСЫ 
= MEAN) Га) 11,2, р + 
жа) а а) е) 0) 
Entonces, en virtud de lo dicho más arriba, existe x* (V) tal que 
1 (0), 2) Ја) < t=, 2, 
Пой (0), а а) —/@ асе 
de donde, debido a la arbitrariedad de e, obtenemos que (т + 2) = 
=} (1) +} (25) Ул, za ЄХ. Análogamento se puede mostrar que 
f (ол) =a} (z) Vr € X, ZER. En vista de que Ho top (0, 
р (z)l, obtenemos que ў es una funcional continua. Рог lo tanto, 


Í (2) = (2*, х), Eso significa que Y es un compacto (como subcon- 
junto cerrado del compacto 9) y a la vez es la imagen de др en una 
aplicación continua recíprocamente unívoca. Consiguientemento, 
др también es un compacto. [> 


8.2. Teorema da depuración 


En el p. 1.5.4 hemos hablado del cálenlo convexo. Dos fórmulas 
principales —de Moreau — Rocafellar y de Dubowizki — Miliu- 
tin— fueron demostradas para el caso de dimensión finita. De esas 
demostraciones es fácil notar que las mismas también se mantienen 
sin cambios para el caso de dimensión infinita. 

En este punto demostraremos el teorem: de depuración que 
generaliza el resultado de Dubowizki — Miliutin. 
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Еп el р. 1.5.4 hemos enunciado el teorema de depuración con 
arreglo a las subdiferenciales. Este hecho se deduce inmediatamente 
qu siguiente resultado, el cual, a Фесїс verdad, debe recibir el nombre 


* Teorema de depuración. Sea Т un compacto, y j: Tx В" R, 
una función dotada de los siguientes prop 

a) f (t, +) es convéza y continua ен R° para cualquier ГЄ Т, 

b) f (+, 2) es semicontinua por arriba para cualquier т de R", 


©) inf, máx / (£, з) =: М > —00. Entonces ezislirá r EN, r < 
ERR ет 


Sn + 1 y un conjunto de puntos (tw, ..., т}, ET tales que М = 
inf m. 1, 2) 
= igi 

Por consiguiente, ol compacto Р puedo ser «depurados hasta r 
puntos, o sea, г < п + 1, y el minimax de toda la familia (f (t, -) нег 
resultará igual tan sólo al minimax de la familia (/(t,, >) inte- 
grada por un número finito de funciones. 

< 0. La demostración se basa en el teorema de Helly (véase 
el р. 73). a 

4. Denotemos рог т=(т,..., Tası) el elemento del producto 
Т®!,т(х):= inf máx f(t 2) y, por último, т = 

жен" Cine 

= sup {m (7) | tE 7%). 

De las definiciones se desprende inmediatamente que m < M, 
Sea б > 0. Para t € T supongamos que А, (t) = {z Є R” | f (£, зх) < 
<m 46}. En virtud de que G 2=m(b 0... 0) 


sm +ô, existirá z = z(t) Mi que flt, т) <m +5, es decir, 
As (t) 2. Debido a que f(t, -) es convexa y continua, А, (t) 
es un conjunto convexo y АН еп В". 

2. Sean & = (En... En) € T” у = (Е) tales que / (Ex (E) < 
<m +ô (de la definición de т se deduce que tal т (Е) existe). 
шша por V (2) un subconjunto en Т" integrado por los puntos 

En) Е 7" рага los cuales / (Ei, z (E)) < m +6. Par- 
flendo de la condición de subcontimuidad superiormente, obtenemos 
que V (E) es un entorno del punto E en 7”. Según la definición de 
compacidad, se hallarán (E, ..., El] tales que {V (E)jLa será 
un recubrimiento abierto de 7”. Supongamos que 


софа (8), EM, 
i= {As (ber U А. 


Verifiquemos el hecho de que la familia IL posee propiedad de 
Helly (véase el p. 7.3). 


a) Sea dado z +1 conjuntos As (0), - >. As (а) (sin А). 
Entonces, partiendo de las definiciones de m (f) y т (donde T= 
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= (t ..., tn+1), obtenemos que existe х (1) tal que f (4, 2 (0) < 
Sm +0<m+0, es decir, (DEN As (t). 
= 
b) Sean dados n conjuntos As (M), ..., As (па) y А. Entonces 
(al igual que en el caso а)), existe т (1) (n= (me > -~ Mn) tal que 


о (1) <m +8. De la construcción del sistema {И}, зе 
hallará Elo tal que n € V ($i), es decir, f (nu z (8) <m +6, 


o sea, z H) € As (u), es decir, ($) € П.А, (nd NÅ, ya que 


з (i0) Eco {z (Ẹ'), +, 7 (8) =: Â. Así pues, cualquier familia 


den + 1 conjuntos tiene una intersección no vacía y А está acotado, 
Según el teorema de Helly, existe z (б) € N Aa (0, ® decir, M < 


<m +6 y, еп virtud 5 la arbitrariedad de б, obtenemos т < 
< М <m, osea, т = M. De la compacidad de Т y la semicontinui- 
dad def (, 7) se desprende que existen {ty ..., T,) tales quem = 
= inf máx / (t, 2). Esto es precisamente lo que queríamos com- 

зех 116 
probar. 

Ahora, para obtener el teorema de depuración de subdiferenciales, 
sólo queda aplicar la fórmula de Dubowizki — Miliutio a la familia 
Va Das 

El teorema está demostrado. 


$ 9. Condiciones de extremo necesarias 


En la introducción y la primera parte del libro ya hemos dicho que 
iones de extremo necesarias para muchos problemas de 
optimización obedecen un criterio común único, conocido con el 
nombre de principio de Lagrange. En este párrafo mostraremos que 
la fuente de universalidad reside en la agrupación соо 
todos los problemas de ostructura suave y convexa exi 


9.1. Condiciones necesarias de primero 
y segundo orden en los problemas suaves 
de programación matemática 


9.1.1. Planteamiento del problema y condiciones necesarias de 
primer orden. Supongamos que X e Y son ciertos espacios normali- 
zados; fi: Х + В, ¿=0, 1, ...., m, ciertas funcionales; y F: X ~ 
> Y, la aplicación de X a Y. Llámase problema suave de programación 
matemática con acotaciones del tipo de igualdades y desigualdades, 
el siguiente problema: 


fo (it л <0, і=1,. 
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(д =0. (Pr) 


La función 


£(2,1,4)= УМ, (a) Hat, Fla) 


se llama función de Lagrange del problema (Pr), y el par (A, y*) € 

€ R"+ x Y* se denomina conjunto de factores de Lagrange. 
Teorema (condición necesaria de primer orden). Supongamos que 

en el problema (Pr), X e Y son ciertos espacios banachianos (condición 


de banachianidad), f, Є SD (2), i =0, 1, .... m, F ESD (2) (cón- 
dición de suavidad); e Im F' (2) es un subconjunto cerrado en Y (con- 


dición debilitada de regularidad). Entonces, si 2 Є locmín Pr, existirá 
un conjunto по nulo de factores lagrangianos (h, y*) tales que para la 
función de Lagrange se cumplirán las condiciones: 

a) de estacionaridad: 


LE AY 0 У ы EHE (t y 05 
b) de no rigidez complementaria: 


ме) = 0, 
с) de no negatividad: 
M0, 1=0,1,... т. 


Este teorema fue demostrado en el р. 2.4. Aquí expondremos una 
demostración más del caso principal del referido teorema (Im Р' (х) = 
= Y), utilizando las fórmulas de Moreau — Rocafellar y de Du- 
bowizki — Miliutin (p. 1.5.4). Al igual que en la demostración 
en el р. 2.4, consideraremos que f; (т) = 0, і = 0, 1, ..., m y que 
las condiciones de no rigidez complementaria ya están cumplidas. 

а Denotemos A = Р' (2), 27 = fi (2), i 0, 1. .-.. т. Exa- 
minemos el siguiente problema complementario: 
máx (t, 2) +8 Ker A (z)— inf, Pr) 


i01, 


donde es una función indicadora del conjunto Ker А. 

Lema. 0 € absmín Pr’. 

44 Supongamos que 0 @ absmín Рг. Entonces Smin <0 y, 
por lo tanto, existirá un elemento h € Ker А para el cual (f, h) < 
<0, і=0, 1, „ т. Según el teorema del espacio tangente 
(р. 4.4.4), se hallará un número e > 0 y una aplicación r: [—e, e] + 
>X tales que F(z -+ th +r(t)) =0 МЄ l—e, el y йг} = 
= о (t) рага t— 0. Pero entonces, utilizando la definición de dife- 


renciabilidad según Frechet, así сото la circunstancia de que fı (2), 
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obtenemos 


hÈ нї ат) =! G + i а (0) + 

+o (ik +r 0) у = 247, h) +о)<0 
para pequeños 120, = 0, 1,...‚ т. Por consiguiente, para 
pequeños 2 el punto z + th +r (1) será admisible y J (z + th + 


+r (1)) <0, es decir, z Є locmín Pr. Contradicción. > [> 
Supongamos que q (2) „ле © а 2) + 6 Ker Å (2). 


Como q es una función aa у, экп el lema, 0 € absmín р, 
resulta que, por analogía con el teorema de Fermat para funciones 
convexas (р. 2.3.1), 0 € др (0). En virtud de la fórmula de Moreau — 
Rocafellar: 
0єдр=д( т 


i=0, 1, 


=0 máx (а, DHOKA C). 


Ahora sólo queda utilizar la fórmula de Dubowizki — Miliutin, 
la relación explícita 96 Ker A = (Ker A)* y el lema del anulador 
del núcleo de un operador regular (p. 7.2). Seguidamente obtendremos 


бєсо{ә$,...,г}--1тА* «э D,>0, 
* a 
Y hmd cY’: Y Aat Леуба 
Мм: Y Mrr +A 
0 hf GHE NRO. > 


9.1.2. Condiciones necesarias de segundo orden. Denotemos por 

Л el total de conjuntos de (A, y*) para Jos cuales se cumplen las 

condiciones a) — с) del teorema (р. 9.1.1) y Y) A, = 1. El teorema 
= 


sobre las condiciones necesarias de primer orden afirma que Л + Ø. 
Teorema (condición necesaria de segundo orden). Supongamos 
que en el problema (Pr) (p. 9.1.1), X e Y son ciertos espacios banachia- 
nos (condición de banachianidad), y que las funcionales fi, i = 0, 1,... 
‚а Im y la aplicación Р son dos veces diferenciables en cierto entorno 


del punto т (condición de suavidad), Im F' (2) = Y (condición de 
regularidad). Entonces, si z€ locmín Pr, 

máx £..(2,2, y*)(h, А20 

crol (2, A, y*)lh, Ар 
para, cualquier h perteneciente al cono de variaciones admisibles 
Т a А 

K=h(€X] 0 (0), h) <0, Р (2) [h = 0). 
440 


< La demostración se basa en el lema de minimax y el teorema 
de Liustérnik (р. 1.4.4). 
Lema 1 (do minimax). Sean X e Y clertos espacios banachianos, 


АЄ (Х,У), АХ =Y, REX, 
i=4,...,s yEY, aR 


к pix 0%, z) > 0 Ус € Ker A. (1) 
Supongamos que 
500,0) inf, máx (a, +4, 2)). (2 
муча il 


Entonces: 
a) la magnitud S (a, y) admite la representación dual 


E S ЕР 
8(0.0= sp ( Araton m= Nan 09) 
donde 
Л= (0, yh ER' x Y* |20, 
ум 
а 
Л (a, y) es la función de apoyo del conjunto Л еп el punto (a, y). 
b) inf en (2) y sup en (3) se alcanzan. 
<< A) Existencia del mínimo de una función poliedral acotada in- 
feriormente en una variedad afín. Es fácil notar que los siguiontes 
tres problemas son equivalentes: 


2 Ма + Ау =0), 


Ф ():= máx (a, + (27, 2) НЫМ, (2) — inf. (Pr) 
00 
My := {r 1 Az + y 0} 
máx (a, + E) — inf; ECM (y); (Pra) 
M (y) i= G = (r -e E) ERJ IZEX: E, = (2, т), 
Ar+y=0) c> infi а БЕ (Pra) 


i=d,...s ЄМ. 
M, y M (y) en los problemas (Pr;) — (Pra) son variedades afines 
respectivamente en Х y en R‘, Tomemos el elemento 2 para el cual 


Ат +y=0. Entonces, М, = 2 4 КегА y, por consiguiente, 
M (u) = (El E, = (2%, х) + (27, h), hE КегА}. De acuerdo соп 
la condición del lema, se hallará ip, 1< {< $ tal que (тЇ, h) > 0 


y. por lo tanto, а, + Е, > as, + Gi, т), es decir, máx (a; + 
+E)> mín (ai + (at. I) VEEM (у). Así pues, el valor de los 


problemas (Pr, — Pr) es S (a, y) > — co. Además. (Pry) es un pro- 
blema de programación lineal, por eso, según el teorema de existen- 


aat 


cia (р. 3.2.1), tiene solución tanto ese problema como todos los demás. 


Designemos por z la solución del problema Ф, 
В) Aplicación del análogo del teorema de Fermat. Dado que 


2 € absmín q, donde q es una función convexa, según el análogo de 


Fermat (р. 2.3.1), 0 € dp (2). Utilizando la fórmula de Moreau — 
Rocafellar y de Dubowizki — Milíutin (р. 1.5.4), así como la rela- 


ción 8My (2) = (KerA)* y el lema del anulador del núcleo de un ope- 
rador regular (p. 7.2), nos convenceremos de que existen À = (hy, . 
Xy) e y* E Y* para los cuales 


аА, Ыр, 


En este caso, si А, г> 0, obtendremos a, -+ (xt,2) = S (а, y), 
de donde 


=Ý йай 
Sle, = X hat А 
=} Ха (Азу) = È, Îiai + 0. 

Por otra parte, si (А, y*) € Л, para cualquier z, tal que Ar + 
+y = 0, obtendremos 


Y hatut, й = У M latat, 2) 
& ё 


< máx (014-027, 2)) Ў à= máx (0,+(2*, 2))<S (a, Y), 
Л ans 
i А 
es decir, 5(а, y)= вир. a ha, +(y*, 0). >> 


Al igual que en la demostración de las condiciones necesarias de 
primer orden, sin limitarse a la posibilidad de generalizar, podemos 


estimar que /, (2) = 0, £>0. Examinemos el problema siguiente: 
į (z) : = máx {fo (2), - - Р (2)) — inf; F (2) = 0. (Рт) 


Lema 2. х € locmín Pry- . 
<< Si 26 locmín Pri, entonces Ve>03x,: lx – 21 6, 


F(z) = 0, fi (e) <0, 1220, = 26 locmín Pr. рр 
Introduzcamos las designaciones 23 = f' (2), A = Р' (2), a; = 


=(1/2)/" (2) 1А, В], y = (1/2) Е" (2) 1А, В], donde В € K es un vec- 
tor fijo. 
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Según el lema del p. 9.1.1, la condición 1 del lema de minimax se 
cumple. Además, según este último lema, existe un elemento E = 
=E(m), AE +y = 0 para el que 


máx (art (zt, 8) = su 
0 о, 


¿Bruto ю)= 


=+ aSpa 25 Olh, h= TOO) 


Соп arreglo а la fórmula de Taylor y en virtud de las relaciones 
Ah = 0, АЎ + y = 0, obtenemos, para >> 0, 
Firth + фу = РО) Е (тув 4+ Ы А 
+ (1/2) F” G) Uh + PE, th + P) + o (8) = 
= P (AE +y) + o) = 0 (8). 
Según el teorema de Liustérnik, existe una aplicación р: U = X 
del entorno del punto 2, tal que 
F(z + q()) =0, ПФ) (<X UF (31. 
Suponiendo que r(t) = Ф (= + th +?) obtenemos Р (2 + 
+ih ар +r (0) = 0, Yr (SKH Р(х + 1h + 8) || = 
ndo 


= о (P). Entonces, aplicando la fórmula de Taylor a f; y uti 
la expresión (4), obtenemos (recordando que (27, А) 0, i> 0) 


Lt +r) = máx (tlt, 3+ 
HEGE, PHa) +o LE máx), 
+a) tot) = 5-9 0) +008). 


Si admitimos que p (л) < 0, obtendremos una contradicción соп 
el lema 2. [> 


9.2. Condiciones deprimero y segundo órdenes 
en el cálculo clásico de variaciones 


El objetivo de este punto consiste en demostrar que las condicio- 
nes clásicas necesarias (ecuación de Euler y condiciones de Legendre, 
Weierstrass y Jacobi) son simples corolarios del principio de máximo. 

9.2.4. Problema elemental del cálculo clásico de variaciones 
(е.е.у.). Examinemos otra vez (anteriormente véase el р. 4.2) el 
problema elemental del cálculo de variaciones o, mejor dicho, el Ila- 
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mado problema de mínimo: 
Н 
IS! L(t,2,2)dt > inf; z(t) =, 
i 


Ti) =z (Pr) 

Aquí 2 (+) = (д (+), >... Zn (-)) es una función vectorial. 

Recordemos que la función 2 (-) ЄС! (lto, til, R"), E (lo) = Zo, 
z(h) = z, proporciona un mínimo local débil al problema (Pr) зі 
la misma también proporciona un mínimo local al espacio С! (tp, 
tel, R"), es decir, si existe 6>0 tal que para cualquier función 
(+) EC! (llo, Ц), В"), z (ta) = zo, z (L) = тү, con la cual || z (+) — 
— 20) Поща, м, ке < 6, se cumple la desigualdad J (=(-)> 
>I t). 

También recordemos que 

12 Olein, r= 


= máx (lag, и, ау оца, tu, а). 
A la par con el extremo débil, en el problema elemental del 
c.c.v. también se examina el concepto de extremo fuerte. Se dice que 


la función z (+) € KC! (lty, t), R") (o la perteneciente a una clase 
más amplia, por ejemplo, a И: (lte, 4], R")), z (t,) = To, < (l) = 
= 2, proporciona un mínimo local fuerte si ella también proporcio- 
па un mínimo local al espacio С ([£,, t,), А"), es decir, si existe 
б >0 tal que para cualquier función z(-) € KC! (lty, fil, R"), 


#(Ь) = ть 2 (4) = д, con la cual |) r(-) — 5 (“Dotes ы. ам, Фе 
cumple la desigualdad 2 (2(-)>9 (т (-)) 


En vista de que el conjunto de funciones que proporcionan un 
extremo fuerte es más amplio que para un extremo débil, si la fun- 


ción 2 (:) ЄС! (lte fi], R") proporciona un extremo fuerte, ella 
también proporcionará un extremo débil. Por eso, la condición nece- 
saria de un extremo débil para tales funciones es la condición necesa- 
ria de un extremo fuerte y, a su vez, la condición suficiente de un ex- 
tremo fuerte es la condición suficiente de un extremo débil, 

Citemos un ejemplo de problema en el que la extremal admisible 
proporciona un mínimo local débil pero no proporciona un mínimo 
цеце. 


n 
Ejemplo. 3 (z (-))= {га — inf; 7(0)=0, т(1)=1. Ecua- 
š 


ción de Euler: 322=0 <= 32 =C ез I= const, 

Solución general: z (t) = C,t + С,. La única extremal admisible 
es т (1) = t. Mostremos que dicha extremal proporciona un mínimo 
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local débil. Efectivamente, sea № (-) ЄС (10, 1]). Entonces 


: oa 
IEA аа { а= | бада. 
y бо 


De aquí se deduce que si || В (+) 1, < 3, entonces 3 +%@ > 
>0 у, por consiguiente, 2 (:(-) +A (D> (z (-)), es decir, 
2 (-) Elocmín. 


Mostremos que x (-) no proporciona un extremo fuerte. Exami- 
nemos la sucesión de funciones 


Ип, t610, 1/1], 
6. 00=9 0,  tEliín, 1/2, 


200%, 160102, tl: 


‚ 
h= f gade, n>2. 
i 


Es fácil comprender que An (+) € КС; (10, 1] y МА, C) Ко 0 


para n- оо. Supongamos que гь (+) == (+) +n (-), En este caso 
obtendremos la sucesión de funciones admisibles (en el problema de 


extremo fuerte): {zn (-)}, Zn ()— z (+) en C (0,1) y 


А у 
AS \ (that = | + eat 
у 


мт 


i ‚ 
=+з{ а} адаа { (п-т) 
è і 4 
Й 
12 8 МАЕ e а 
+ 5 (Es 77) t= -Vato 0 


pata n— оо, es decir, Smm = —оо, y la función 2 (+) no proporcio- 
па un mínimo local fuerte. 
En lo sucesivo debemos utilizar el siguiente resultado. 


Lema de redondeo de ángulos. Si la función L (t, т, т) es continua 
según el conjunto de argumentos, entonces 


inf J (2 (-)) =infJ (2 (-)), 
(5) КС! (lto, tal) a (-) EC" (lto, 41), 
2 (lo) =%p, 106) =. z(t) =20, z(t) = 2: ATF, pág. 69]. 
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< Dado que KC" (it, t11) > С! (140, 113), resulta que dot JEENS 
«ілі (z(-)) y sólo hay que demostrar que aquí no puede haber 
una desigualdad estricta. Supongamos lo contrario: inf J (z (-)) < 


< inf (£(-). Entonces se hallará tal (+) suave a trozos y tal 


л>0 200.0) SIMI (E(u. Sean ч, i= t, -m los puntos 
de ruptura de la derivada 7, y A¡=Z(1,+0)—Z(t, — 0), sus 
saltos en esos puntos. 

La función 


(e 1494, 11, 
F: o >i 

es continua y su derivada, cuando £ = 0, tiene un salto igual а 
—4. Por eso la función ба ((t — 1,)/6), cuya gráfica resulta de la 
gráfica de a (+) a base de ésa misma transformación y desplazamien- 
to, también es continua, al igual que su derivada, excepto el punto 


зу donde ella posee, como antes, un salto igual a — 1. 
Ahora es fácil comprobar que la función 


2) = (0+ 3 л (E) 
a 


es continua juntamente con su derivada en [tọ L}, además, za (f) = 


= 7 (0) so halla fuera de los segmentos [1, — 8, т, + 6). En р 
cular, para ô bastante pequeños, esos segmentos по se recubren, 


20 (lo) = (ы) = ль 2) 20) л y 10 —г()|& 
< máx А, | /2, puesto que es fácil convencerse de que | a (1) | < 


<1, |а(01<12. 

En el compacto { (t, z, z) | t£ t< t, | £ — 20) máx | 
1 4,164, | 2 — F (t) |< тах | A | /2 la función L está acotada: 
LL (t, т, 2)< М. Por eso, para 6< ôo, 


a(t) 


А 
260-200) | Ll а ый— 
à 


А o ay А 
| Lo 2, at Y | шо zo 29 
ы ге 


—L(t, 7, 2) dt < 4Mmô 


y, рог consiguiente, para 8 bastante pequeños tenemos: 


2000 (0) 2 (20) +4Mm 5 < inf 2 (2 (-)) — 
— n +4Mm 6 < inf I (z (-)). 
Сото za (-) E С! (lto, 1). hemos Megado а опа contradicción. 


Asi mismo queda demostrado el lema de redondeo de ángulos. [> 
He aquí algunas definiciones más. 


Sea 2 (+) ЄС! (lte, t, , А") cierta extremal fija en un problema 


elemental (Pr) del cálculo clásico de variaciones, o sea, en z (-) зе 
satisface la ecuación de Euler. A continuación suponemos que el 
integrante L es, por lo menos, dos veces continuamente diferenciable 


en cierto entorno de la trayectoria de z (-). 

Decimos que en 2 (.) se cumple la condición de Legendre si 
Ly, ()>0 Ve € lla, t.), y decimos que se cumple la condición vigo- 
тода de Legendre si 1... (i) > 0V t€ llo hil- 

Teniendo en cuenta nuestras tolerancias relativas a la suavidad 


del integrante L, la funcional 2 tendrá en el punto 2 (+) una segun- 
da derivada del tipo siguiente: 


PENE ANA MY) 
А 
= (yh, hy 2È gh, юл, вуй, 
Н 


donde 


Seguidamente consideramos que Å.. (5), L, ()y ГОЗ 


€ Сї (lto fi), R") у, por consiguiente, la condición vigorizada de 
Legendre ya está cumplida. 
La ecuación de Euler para la funcional Ф, es decir, la ecuación 


-iÉ ойо жі, (OAO) і ООЁ, 000, 
se Пата ecuación de Jacobi para el problema inicial en la extremal 
z (>). 
Sea cumplida en 7 (-) la condición vigorizada de Legendre. Deci- 


тоз que el punto т se halla conjugado con el punto t,, si existe una 
solución no trivial А (-) de la ecuación de Jacobi para la cual h (t) == 


100 “т 


= h (1) = 0. Decimos que en 2 (-) se cumple la condición de Jacobi, 
si en el intervalo (t,, f) uo hay puntos conjugados con tọ, y decimos 
que se cumple la condición vigorizada de Jacobi, si en el semiintervalo 
de (б, t) no hay puntos conjugados con ty. 

La ecuación de Jacobi es vna ecuación lineal de segundo orden que 

(a consecuencia de la condición vigorizada de Legendre) puede ser 
resuelta respecto а la segunda derivada. Supongamos que H (1, 
1) es la solución matricial no degenerada de la ecuación de Jacobi 
cuyas condiciones son H (ty, ta) = 0, ЇЇ (to, ta) (se suele suponer que 
наа) = D Es indudable que el punto т se halla conjugado con 
1, si y sólo si la matriz H (т, tọ) ез degenerada. Así obtenemos un me- 
dio analítico para hallar los puntos conjugados. 

ii Sea /: В" —> R una función diferenciable de n variables. La fun- 
ción 


ё@ г) = f 2) — F (a) — Y (2), Y —т) (1) 


se llama función de Weierstrass correspondiente a f. El sentido geo- 
métrico de $ consiste en lo siguiente: & f x') es la diferencia en 
el punto z’ entre el valor dé f y el valor de la función afín tangonte a 
la gráfica de / en el punto z. De aquí se deduce que si f es convexa, 
entoncos 


8 (r, z) > 0V r, z ER”. 
Se puede mostrar que también es justo lo contrario. 
Si la función x— L (t, x, x) es convexa en cierto entorno del 
conjunto V = ((L, x (0) | £ € llo, fil), se dico que el integrante 4 
es casi regular en la extremal z (+). Pero зі esa función es estricta- 


mente convexa, entonces el integrante L será regular en z (-). 
Sea L el integrante de la funcional J en un problema elemental 
del cálculo clásico de variaciones. En este caso la función 


u) = L (t, u, z) — L (t, 7, 1) — 
ACER] (1) 


60.2.1 


so Паша función de Weierstrass de la funcional 2. De la comparación 
de las expresiones (1) y (1°) resulta que & (t, z, +, 7) es la función 


de Weierstrass de la función z— L (t, г, т), donde £, z desempeñan 
el papel de parámetros. 

De lo dicho se deduce que la casi regularidad (regularidad) del 
integrante L en el campo V equivale al hecho de que 


£(,z,1,>0 (8 (t,2,2,4)>0, 


144) V (t, z) €V, (u, 2) € R”. 
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Teorema (condiciones de mínimo necesarias en un problema ele- 


mental del c.c.v.). A) Supongamos que la función 2 (-) ЄС! (Ito, 
11, В”) proporciona un mínimo local fuerte al problema (Pr) y al inte- 


grante 1 Є C*(U), donde U es cierto entorno de la gráfica ((t, z (0, 
200) 12100, 1,1), entonces decimos que en z (-) se cumple la ecuación 
de Euler 


=p" 


(0 + La) =0 
y se satisjace la condición de Weierstrass 
$(,70, 2 0). u) > 0 V u € R”, t € Ito, h), 
donde (t, z, и) = L(t, т, иу— L(t, z, з) — L; (t, z, 2) (u — 
— ї) es la función de Weierstrass. Si además existe 1. (0, 1614, 


1), en este caso también se cumple la condición de Legendre: La > 


>0. 

B) Supongamos que la función z (+) E C? (lte, t,), R") proporciona 
un mínimo local débil a (Pr) y а LEC*(U). Entonces se cumplirá 
la ecuación de Euler, la condición de Legendre y, si se cumple la condi- 
ción vigorizada de Legendre (L.. (t) >O Vt € lto, hl), también se 
cumplirá la condición de Jacobi, es decir, en el intervalo (10, 1) no ha- 
brá puntos conjugados. 

< A) Enunciemos el problema (Pr) como un problema de control 
óptimo: 


19 
| Lt, z, Ша 2=ш, г) ло 
[Л 
104) =. (Pr') 
La condición «2 (+) proporciona un mínimo fuerte a (Pr)» al 


igual que el par (z (+), и (-)), donde и (£) = 2 (0) es el proceso бри- 
mo en el problema de control óptimo (Pr'). Conforme al principio de 
máximo de Pontriaguin, se ballarán tales factores lagrangianos: 
Mos М, М y p (+) E КС! (lto, til, В”), que no todos son iguales а cero, 
y tales que para la función de Lagrange del problema (Pr') 


f 
L= (Б, 0) р Gu) dt +z (a) + har (0) 
ù 
se cumplen las condiciones: 
a) de estacionaridad en z, o sea, la ecn 


ри) = hals (0) V t Ello, tl; 


¡ón de Ruler 
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b) de transversalidad еп т 
PU) =. р@) = di 
c) de optimidad еп u 
шіп {h (L (6, 2 (9, u) — рди) = 


чем 
= hal (20), 20) — p (0 7 (0) Y £ € lta, tl. 

Si Ao = 0, de с) se deducirá que p (t) = 0, у de b), que todos los 
factores lagrangianos son ceros. Por lo tanto, Ao # 0. Supongamos que 
% = 1. Entonces, de с) se deduce que L, (t) = p (0 (condición nece- 
saria de primer orden de mínimo de una función de n variables), 
Liti (0,0) —p(9u) y 1. (D> 0 (condición necesaria de segun- 


do orden). Introduciendo p — і, еп la condición де estacionaridad 
en z, obtenemos la ecuación de Euler. La condición de optimidad en 
u para Ay = 1 y р = È, no es otra cosa sino la condición de Weier- 


strass, 
. B) Ecuación de Euler y condición de Legendre. En vista de que 
2 (+) Elocmín Рг (es débil), para cualquier función А (-) € С} (Itp, 
11), R"), la función Ф (А) = J (z (-) + Ah (-)) tendrá un mínimo 
local en cero. Por consiguiente, a base de la condición necesaria de 
mínimo de la función de una variable (p. 2.1) y” (0) = 0 y q” (0) > 
20, en el p. 4.2.2 hemos mostrado que la primera condición equi- 
vale al cumplimiento de la ecuación de Euler en la función т Ch 


mientras que la segunda condición equivale a la no negatividad de la 
funcional 


№+ 


ь 
Ж), СЛ) {3 


‚ 
+2 А, Ah, вй fa, һа 


ў 

> УА()ЄС (lo tl, R). 

__ De Ја no negatividad y del tipo de funcional К se deduce que 
Ñ (1) = 0 proporciona un mínimo absoluto (débil) al problema 

9000) inf; R(-)E CS (lta tal, R°). (Рт) 


Según el lema de redondeo de ángulos, la función Й (2) = 0 también 
proporciona al problea (Pr”) un mínimo fuerte. Por lo tanto, en vit- 
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tud de lo ya demostrado еп el punto А, resulta que en el problema 
(Рг”), la condición de Legendre se cumple рага Л, o sea, Li (0> 
>0, lo cual equivale a la condición de Legendre en (Pr) para =: 
iba (t) > 0V tE АҺ}. 

Čondición de Jacobi. Supongamos lo contrario, es decir, que la 
condición de Jacobi no se cumple y que existe t € (ty, t) y una solu- 
ción В (-) no trivial (h + 0) de la ecuación jacobiana para la cual 
h (ta) = h (т) = 0. Cabe señalar que de la no trivialidad de la solu- 
ción h (-) de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden con condición h (т) = 0 se desprende que À (х) + 0. Suponga- 
mos que 


h(t) to <t<r, 

0, TLES to 

Dado que h (+) satisface la condición de Jacobi, una vez realizada la 
integración por partes, obtendremos 


a= 


06) 


f ehh, hy +2 h, + 
à 
+, уй = | сі hL АА, эй = 0. 
te 
Por consiguiente, 2 (h (-)) = 0, lo cual significa que % (-) propor- 
ciona (a la раг con la función 7 (-) же 0) un mínimo fuerta a (Рг"). 
Razonando igualmente que en el p. A respecto a la función Ì (-), ve- 


remos que existirá una función р (-) € KC" (Ito, 411, R") para la cual 
se cumple la ecuación 


PO = (AA) «> РИ) = 


=?(.. DRH +1, ORO. 


Dado que % (0) = 0 para t >, obtenemos p(t +0) = 0 y, 
en virtud de la continuidad, P (-)0 = p (t — 0) = 20. (1) х 


X h (1 — 0) = 2L; (1) h (1) = 0, de donde В (х) = 0 (ya que 
1,,, (1) es invertible gracias a la condición vigorizada de Legendre). 
ASÍ pues, hemos llegado a una contradicción con la condición 


А (т) 5 0. Por lo tanto, la condición de Jacobi está cumplida. [> 
9.2.2. Problema de Bolz. Teorema (condiciones necesarias de 
mínimo débil en el problema de Bolz). Supongamos que la función 
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2 (+) EC? (lto hl, R") proporciona al problema de Bolz 


b 
Pl) Lt, z 91000), (уы Pr) 
& 
un тіпіто local débil y el integrante L Є С? (U); U es el entorno de la 
gráfica {(t, z (£), z (0) 48€ Mo, 9): ГЄ С (Р), un terminante; y 
V, el entorno del punto (z (ta), 2 (1). En este caso se cumplen: 
в) las ecuaciones de Euler — 5. L.(0+£,(9=0y la condición 


de transversalidad L, td besoo, Liltd= hrni 
b) la condición de Legendre È.. (0) >0V £ € lo, 4); 


€) si tiene lugar la condición vigorizada de Legendre ua (1>0 
V £ E lto til), entonces se satisface la condición de Jacobi (en el inter- 
valo no hay puntos conjugados); 

d) si se satisfacen las condiciones vigorizadas de Legendre (È... (1) > 


>0V t € lt, t,)) y la condición vigorizada de Jacobi (еп el semiin- 
tervalo [t,, t,] no hay puntos conjugados), entonces la forma cuadrática 
P + Q (dada en R”) tiene que ser по negativa, donde 


Q o, la) = 1" (E (to), т (6) 1б, da), (hos А) 
P (hos №) = (È. (4) (o (6) ho + 
+Å, 0) do) ta) — A (to) (Ha (ta) ha + 


EË, (a) hada hod + Д, (h) ha Ma) — 
y (to) Ао, ho), 


aquí H, (-) son las soluciones de la ecuación de Jacobi con condiciones de 
contorno H, (0) = би 1 фи es el simbolo de Kronecker, e 1, una ma- 


triz unidad), i, у = 0,1 


< La necesidad a) ha sido establecida en el p. 4.1. Por eso es evi- 
dente que si 2 (-) proporciona un mínimo local débil al problema 


(Pt), la función z(-) proporcionará un mínimo débil al problema 
elemental del с.с.у. 


А | 
f Lit, z, 2)dt= inf; 
E 
2(h)== (1), =E), 
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y, por lo tanto, de acuerdo con el teorema del punto anterior, se cum- 
plen las condiciones b) y с). 
Demostremos la condición d). La ecuación de Jacobi 


ЗРО Юн <> L, ht 
+(—..—Ё, +) + Ї..)һ=0 


es un sistema de п ecuaciones diferenciales de segundo orden, el cual 
puede ser escrito en forma de sistema de 2n ecuaciones de primer orden 
que se resuelven respecto a las derivadas. Para eso, suponiendo que 


h = g y aprovechando el hecho de que Ё,. es invertible a causa de la 
condición vigorizada de Legendre, obtenemos Å = g, 


Ё, + Lao) ho 


Según el teorema de existencia y unicidad, para los sistemas li- 
noales [ATF, pág. 191] existe una matriz fundamental de soluciones 
de este último sistema que (tras simples cambios de nombres) se 
transforma en la matriz fundamental Ф (+, te) de soluciones de la 
ecuación de Jacobi. Dicha matriz satisface la ecuación de Jacobi y las 


condiciones de contorno: Ф (ty, to) =0, Ф (to, to) = 7. 
Análogamente se construye la matriz fundamental y (+, 4) par- 


tiendo de las condiciones (t, f1) = 0, Y (f, 4) = 1. 
Recordemos que el punto т estará conjugado con £, si y sólo si 

Ф (т, to) es una matriz degenerada. No obstante, aquí se cumple la 
condición de Jacobi y por eso Ф (t,, t) no es una mattriz degenerada. 
Supongamos que H, (t) = Ф (t, te) D- (ty, to) y Н, (t) =p (t, ti) 
y fe 1). Claro que H, (to) = 0, Н, (h) = 1, Ho (ta) = 1, H, (h) 

= Ô. Entonces la función A (t; ho, hi) = Ho (t) ho + Н, (t) h, Será 
Ја solución de la ecuación de Jacobi con condiciones de contorno 
h (toi ho, ħi) = ho, h hi) = h. Calculeros el valor de & (h; 
ho, №), donde ôf es una funcional cuadrática: 


p аа "Т х 
H (h(-))= į (L,h, Ry 42 ¿ho hi) +H(Lyxh, hd) de. 
б 


Tenemos 
Ahli ho №) | (rh tÈ, h, d+ 
р 
А 


$ { diria юй= \ 


h È 


++, вуй + (hti, h, ЮР №) 
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Сото 2 (-) € locmín Ӯ (+), resulta que, según la condición nece- 
saria de segundo orden de un mínimo local (p. 2.1.2), para cualquier 
h (+) € C! (lto, 2.1. R”) ha de cumplirse la desigualdad 


зеен (D|, „= DHO (o), A 


= (РФ) (А (to), A(t))>0. 
г. h) que hemos construi- 


Sustituyendo А (+) por la función А (+; 
do, llegamos a d). [> 


$ 10. Condiciones de extremo suficientes 


En esto párrafo mostraremos, en primer lugar, que las condiciones 
necesarias, de las cuales hemos hablado en los puntos 9.1 y 9.2, de 
hecho coinciden con las condiciones suficientes y, en segundo lugar, 
mantendremos ciertas ideas generales relacionadas con estas últimas 
condiciones. 


10.1. Condiciones suficientes en los problemas 
con igualdades y desigualdades 


10.1.1. Planteamiento del problema y enunciación del teorema. 
Aquí se examina 'el mismo problema que fue planteado еп el punto 
9.1.1. Recordémoslo. Sean X е Y ciertos espacios normalizados; 
U, el entorno en X; J; : U — R, i = 0, 4, . . ., т, las funciones de- 
terminadas en U; y F :U— Y, la aplicación determinada en U 
con valores en Y. Examinemos un problema suave con acotaciones 
del tipo de igualdades y desigualdades: 


һ@-—1їм; AKO сіст, F()=0 (Р) 


La función de Lagrango en el problema (Pr) tiene el siguiente as- 
pecto: 


Lía, d, y)=2 ме, Fl) 
LERMA, ye Yo, 


Teorema (condiciones suficientes en el problema con igualdades 
y desigualdades). Sean X e Y ciertos espacios banachianos (condición 


de banachianidad); fi: U — R, fı (z) =0,1>0,2€ U, funciones 
dos veces diferenciables según Frechet en el entorno U; Ё, la aplicación 
también dos veces diferenciable según Frechet en U (condición de suavi- 


dad); Im F' (2) = Y (condición de regularidad total), el conjunto 
Л={(0, y) ER" х Ye lA >0, 1>0, 


ўме, AO 0 


(condición de primer orden) y que existe a > 0 tal que 
Жы (®, ds у®1А, hl > о]? 


máx 
OEN 


para cualquier h que pertenezca al cono de variaciones admisiblés 
K: = {21 (1(),1,<0, 0<i<m, F (a) z= 0} 


Eso significa que z proporciona un minimo local al problema (Pt). 
0.1.2. Lemas. La demostración del teorema se basa (aparte del 
lema del minimax, demostrado en el p. 9.1.2) en el resultado corres- 
pondiente al análisis convexo —lema de Hoffman— basado, a su 
vez, en tres hechos geométricos, cada uno de los cuales tiene importan- 
cia independiente. 
Lema 1 (del cono conjugado). Sean X e Y ciertos espacios banachia- 
nos; A, el operador lineal continuo de X en Y, así como el epimorfismo 
(AX = Y); y (uf, - ...23, el conjunto de funcionales lineales en 


K 


= (EX 1 (2%. 1)<0,1<I<s, Ar =0). 


Entonces Ке ={л*ЄХ*\т* У, л] + Азу* =0, h > 0, у*ЄҮӨ*). 
Es 


<0. La demostración del teorema se basa: 

1) en 1 Ja de Moreau — Rocafellar (puntos 1.5 y 8.2); 
2) en la fórmula de Dubowizki — Miliutin (puntos 1.5 y 8.2); 
3) en el teorema de Fermat para funciones convexas (p.2,3.1), 
4) en el lema del anulador del núcleo (р.7.2). 

1. Sea т} € К". Entonces, de las definiciones se deduce que 


р(х}: = máz (27, 2) >0Vz€KerA=>0€ 
осі 


Eabsmín (р +8 Кег A). ч) 

En еме caso, utilizando la fórmula explícita 06 Ker A = 
04) 

= (Ker А) а A*, obtenemos 


0 wn оз 
0 € д(р—8 Ker A) = dp+06Ker A = 


ша, ..., 23) аА a 


Sin limitar la generalidad podemos estimar que de 
Ў hat +2*y*=0 se deduce que А, =0, y*=0 
A 


(expulsando consecutivamente los 27 representados en forma de— 


р> К) En definitiva, де la expresión (2) obtene- 
Ea 
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mos que 
== Y) май+ Ary”. > 
а 


Lema 2 (del carácter cerrado). Sea X un espacio banachtano; Га, 
un subespacio cerrado; y Ly, un subespacio de dimensión finita en X. 
Entonces Ly + La será un subespacio cerrado en X. 

< Sea / = lin (2, - - ., za). Si z, € Ly, entonces Z, + lin (2,) 
será, por supuesto, un spacio cerrado. Pero si ду € Z, en este 
caso, según el segundo teorema de separabilidad (р. 1.2), existirá un 
elemento 27 € Z, tal que (тї, т,) = 1. Supongamos que z pertenece 
а la clausura Z, + lin {л}. Eso quiere decir que existen A, € R 
у En € Li tales que 22, + En = : 2а > z. Pero entonces, actuando 
sobre el elemento z, mediante el elemento тї, obtenemos A, = (zt, 

n 

En) бү) = i Am En = n Anty a An IEL, өп 
virtud del carácter cerrado de L, y del hecho de que En € L, = 
=> Anti + En àz, +3. Así pues, L, + Jin (д) está cerrado. 
Análogamente se demuestra que L, + lin {z}, zp), ++.» Ly + lin 
(Zn +... 2,) = L, + La también está cerrado. [> 

Lema (de dualidad del problema de la distancia más сопа). 
Sea X un espacio normalizado; y А. un conjunto convexo no vacío 
en X. Entonces d (z, A, X) = sup ((*, z) — sA (2%) | |129 I< 1), 
donde d (x, A, Ху: = inf { |z — y NV y € А} es la distancia entre 
el punto z y A. 

< Es fácil comprender que z — d (z, A, X) es una función conti- 
nua y convexa (debido a la convexidad de A) y, por consiguiente, es 
una función cerrada. Según la definición, dicha función es la convo- 
lución de la norma (|| z || = N (2)) y de la función indicadora del 


conjunto А 
d (z, A, X) = (N Ф 04) (2). 


Utilizando la fórmula de la función conjugada con la convolución 
(р. 1.5.4), así como la fórmula N* (2*) = &ВХ* (х*), deducimos la 
siguiente ecuación: 

ld (-, A, X) (z*) = &ВХ* (19) + sA (2%). 
Aplicando seguidamente el teorema de Fenchel — Moreau (р. 


84.8), obtenemos a a, X) = LUC, A, X)) = sup (о, 
2) — sA ia) Hz 113). 

Lema 4 (de Hoffman). Sean X, Ү ciertos espacios banachianos, 
AEZ(X, Y), AX=Y, AEX, ¡i=1,...n K= 
= (| 00) 0,11, ..., 5, Lo. Entonces existirá una 
constante C > 0 tal que 


a(z, К, »<e( 


аы = 


У а. әна) 
áx (a, 0), 
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o, < Supongamos que L = На (21, ..., тї} +-1ш Ле. Según el 
lema del anulador del núcleo de un operador regular, tenemos 
Im A* = (Ker A)". Pero el propio anulador siempre está cerrado, 
рог eso, en virtud del lema 2 (del carácter cerrado), L permanecerá 
cerrado өп X* у, por consiguiente, también permanecerá cerrado el 
espacio banachiano. Denotemos 


Ah y) =2 Май Ату, 
MEZL(R'XY, L). 


En vista de que A, es un operador sobreyectivo, con arreglo al loma 
del operador inverso derecho (р. 7.2), habrá un operador M, : L -> 
> R'.Y* tal que AM, = fz, || Мул* С 112% ||, es decir, si 
1\2* 11 y Му = (А, уе), obtendremos 


Май: E, ТА АШП CSC MSC. 
Por eso, según los lemas 1 y 3 y tomando en consideración el hecho de 
que sK (т*) = 5 (—K*) (т*) (por definición), obtenemos 
díz, K, Ху =sup ((2*, z— sK (19) 291 < 1) = 
=sup((2%, лу— 6(— Ке) (29) lll] < 1) = 


sup fer, 2) < Y ur HAS, \, >0, 
a 
verme < 1) <p [È Аата Ач", ao 


м С, < с) < с(% о, зым), > 


Lema 5 (de compacidad de Л). Supongamos фие зе cumplen 
las condiciones del teorema. En este caso el conjunto de factores 


lagrangianos Л = (A, y*R"*-Y*2>0, Ум md, garit 
е i 

+A*y*=0} será el compacto (3f: = (0). i= 0, m, A= 
FU). А 

< Examinemos el simplex У =2E€R"*/2>0, Y М = 1} 
а 

у la aplicación ф: У >X* dada por la fórmula (A) = 

н Según la definición, (A, у*)ЄЛ e Ф (А) + A*y* = 0. 

Debido al carácter cerrado de Im A* (según el lema del anulador 
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del núcleo de un operador regular, Im А* = (Ker А)+ y el propio 
anulador siempre permanecerá cerrado), así como a 1а igualdad 
Ker А* = {0} 


(Һ*Є Кег A*=> (Леле, 2) =0 Yz=(h*, Ат) = 0 VWz=>h* = 0), 
es aplicable el teorema de Banach acerca del operador inverso (р. 
74) 


“Por eso la aplicación A* : Y* —» Im A* tiene, consiguientemento, 
un subconjunto inverso A*="p (E) compacto y, por lo tanto, también 
será compacto el conjunto (@, y*) ЄЛ} = (0. — А" A) 12 € 
E2} D 
10.1.3. Demostración del teorema. Mostremos que existe 8 > 0 
tal que las condiciones 


LEAK, 120, Р@+һу=0 4) 
son contradictorias cuando || 4 < б, А 9 0. De aquí se deducirá 
inmediatamente que т Є locím Pr. En efecto, supongamos que el 


vector h satisface las condiciones (1) y || В || < б. Entonces, según 
la fórmula de Taylor, 
+= 9), FIDA Ih, Ario, 1>0, 
F (th) = Р (3) [h] (1/2) F° (3) 1h, Мт (В), 
у, suponiendo que 2 = /(2), a= (1/2) fi (3) kh М], +> 0, 
к=! (д, у= Р (ДА, hh, 100) = máx Ji (2), 
Gm 
obtenemos 
ah ае (ЕА) <0, t> 0, Ай+у=0; @ 
además 
«й, ht < lal «СА ААИ = yl < СМ. (9) 


A A 

De la igualdad Ў A (z$, 2) + (А*у*, 2)=0, Mu > 0, домів 

deduce que ў, (zt, 2)=0Vz€KerA. Deaquí máx (zf, z) > 
Д оссе 


>0 Vx € Koer Ау, por consiguiente, se puede aplicar el lema de 
Minimax (р. 9.1.2). Como resultado obtenemos 


máx (+2) máx (f, һу+а) > mín 

с2а ст Кл 
máx (rt, 22-а, máx (2.0, A ИА, + 
бат. eN 


+ тая, г. % 


La distancia desde h hasta el cono se estima con arreglo al lema 
de Hoffman y luego, según (3): 


дф, к, хус. (Y at, њам) < Calar. 


Por consiguiente, В = у +A, donde №, Є К, mientras que 
¿Mal € N R M è. Supongamos que 8, se ha elegido de tal modo que 
je |f h << 8, se deduce que С, |l IIS 1/2. Entonces 


ШАРА I — GS MAN — Cal M) MA N /2 
y, por lo tanto, 
N ha IS 4С, A 1. 6) 


Por último debemos señalar que del lema 5 (acerca de la compa- 
cidad de Л) se deduce que si (A, у") € Л, entonces lly* IIS С,. Sea 
8, tan ínfimo que de [| || < б; se deduzca Ја desigualdad 


D мт 9+0, rm] < ha. (6) 
& 


Ahora agrupemos las condiciones 1, 4, 5 у 6 del teorema, 
denotando С,= máx Zsa (Ë, A, yl: 
a, 


(026+) máx, (FL As и), M+S ан 


ON máx Les( А, ИАА, АЫ 
E h > G Mii? —4C,CsllhalPP—8CICS Пик E Mt 0. 


tan sólo en el caso de que de || А || < 5< mín (6, 6,. 6) se deduzca 
la desigualdad 


403 +8СуС у], < E ШЫР. 


Hemos obtenido una contradicción: 0> f (2 + h) >0.[> 


10.2. Elementos de la teoría general del campo 


40.2.1. Construeción del campo para problemas de dimensión fi- 
nita con igualdades. 
еа U un entorno en А", f : U —> R, Е: U — В". Examinemos 
un problema de dimensión finita con igualdades: 
{ (z) > inf; F (2) = 0. (Pr) 
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Llámase perturbación estandarizada del problema (Pr) la serie de pro- 
blemas con parámetro z € В": 


1) inf; Р(х) (Pr) 

Teorema (del campo en problemas de dimensión finita con igual- 
dades). Sea f, F € C? (U) (condición de suavidad); т € U, Р(х) =0, 
Im F (2) = R”(condición de regularidad); y supongamos que existe 


un factor lagrangiano y Є В" tal que para la función de Lagrange del 
problema Pr con factor unidad lagrangiano y соп la funcional 


F(z. у) =/(д + FM 


se cumple: 
la condición necesaria de mínimo de primer orden 


ODA ML li, 0): (00) 
y la condición suficiente de mínimo de segundo orden 


Lx ln h >0V hE Ker (8), 
һе 0 (з: = Laa (2, Y): 0) 
Entonces existirá un entorno Y del punto ОЄ А", un entorno 
U'U del punto z, y una función q: V-—=U-R", y ECU(V), 
Ф (2) = (z (2), y (2)), Ф (0) = (2, y) tales que 
Lol, y) =0,F (z) -2,1€0',2€V. 


al райо и a = т}, y = Иш). En este cato = (8) € losmin Pr. 

< Introduzcamos la aplicación У: U-R"=R"-» В" que 
actúa con arreglo a la fórmula Ҹ (2, HE = ы; (2) + W, Е (2)), 
F (та) y mostremos que y satisface las exigencias del teorema de la 


función inversa (р. 1.4.4). Claro está que Y (2, p)®0 y YE С! (Ux 
х R") (debido a la condición de suavidad). Demostremos que el ja- 


cobiano de la aplicación Y det Y (z, у) 52 0. Tenemos 
WE, Dile 01Р (8. 214-3, (2, У = Êl 
+, Р' (д), Р (г). 
Si (т, y) € Kery Îr, y), entonces А" (2) z =0 y 
Lalo + ч. (2) ) =0. (8) 
Multipliquemos escalarmente рог z ambos miembros de la igual- 


dad 3. Entonces, como F" (2) z = 0, resulta que фу, 12, 2] = 0 => 
>: Por consiguiente, de la expresión (3) se deduce que 


Ker Y (2, y) = 0, es decir, que det y” (т. y) + 0. Según el teorema 
160 t 


de la función inversa, existirá un entorno V del punto 0 € К" y una 
aplicación £ (z) = (2 (2). y (2)) tales que 
Y (2 (2), y 0) = (0, 2) => La (2 (2), y (2) =0, 
Е (2 (0) =. 

Nos queda demostrar que т (2) Є locmín Рг,. En virtud de la di- 
mensión finita del problema y de la condición (2) del teorema, exis- 
ига $ >0 para el cual (Zo А, А22 ВА VhEKerF" (2). 

7 Elijamos un entorno Y, с Y tan pequeño que para cualquier z € V, 
se cumplan 


М2, (20, 002) — ый < В, 0) 
Im Р' (z (2)) = А", (5) 
‹® „л, h) > (8/2) IAI Vh E Ker F’ (т (2))- (6) 


En electo, dado que las aplicaciones q (2) y (2, y) — Lux (х, Y) 
son inuas en los entornos de cero y de (т, y), en este caso es posi- 
ble satisfacer la condición (4) respectivamente. Sin embargo, la condi- 
ción (5) se satisface en virtud de que el rango de la matriz continua 
F' (2) es localmente constanto, mientras que la condición (6) puede 
satisfacerse debido а la continuidad de la aplicación z — F’ (2 (2)) 
y la expresión (4). 

Así, para h € Ker F’ (z (2)). 


«6, (200), 002), h) (tr В 
Haalt (0), yE) — „д^, h) > (BMA — (ВА (8/4) ПАЈЕ. 


Por eso en el punto z (z), z Є Y, se cumplen las condiciones sufi- 
cientos de extremo. [> 

También podría ser examinada la variante de dimensión infinita 
del teorema, pues |, se demuestra de manera análoga a la va- 
riante de dimensión finita. 

El campo que se construye en el punto síguiento es estructural- 
mente idéntico al ya construido. La diferencia consiste en que en el 
cálenlo clásico de variaciones, en calidad de «parámetro perturbador» 
se adoptan las condiciones de frontera en el extremo derecho. 


10.3. Teoría del campo y condiciones suficientes 
en un problema elemental del e.c.v. 


En este párrafo se ofrece un fragmento de Ja teoría del campo y de 
la teoría de las condiciones suficientes de extremo en el cálculo de 
variaciones, tomando como ejemplo un problema elemental. 
10.3.1. Campo de extremales y construcción del campo central. 
Supongamos que en un problema elemental (Pr) del c.c.v. (р. 9.2.1), 


2 (+) es cierta extremal (es decir, en 2 (-) se cumple la ecuación de 
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Euler) de una familia de extremales {z (=,2)), z (+, A) € C! (llo, 
411, В“) con parámetro A € A € (R”). 

Dícese que (z (-)) está rodeado por un campo de extremales x (t, А), 
si existe un entorno G de Ја gráfica Г. = (0. 2 (9) ЄН" СЄ 


€ to, 41), tal que para cualquier punto (т, E) del referido entorno hay 
una sola extremal de la familia que pasa por ese punto. Mejor dicho, 
se supone que existe una función А :С — R", А =A (t, E) de una 
clase С! (G) tal que z(t, À) = => А = А (т, Ẹ). La función и: 


EGR", uf, 8 = (А, (т, E) 1! = т se Паша función 


de inclinación del campo. 
Si existe un punto (t,, x,) tal que x (tẹ, 4) = х para todos À € A, 


decimos que х (+) está rodeado por un campo central de extremales. 
El punto (ta, т„) se lama centro del campo, mientras que la familia 
2 (f, A) se denomina campo central de extremales. 


Teorema. Sea т (+) E C° (Ito, 1) la extremal en un problema ele- 
mental del с.с.у.; donde 1, Є С° (U) es un integrante, y U, cierto 


entorno de la gráfica ampliada {(t, 2 (0), 2 0) | t € Ito, bl}; además, 
en 4 (+) se cumplen las condiciones vigorizadas de Legendre y Jacobi. 


En este caso es posible rodear = (-) por un campo central de extremales. 
< Escribamos la ecuación de Euler: 


EL a, DEL а, 0 L (h, а, Т 
Hall, z, 2)24 Li (bz 2-1,0, z, 2)=0. 
En vista de que se cumple la condición vigorizada de Legendre, 


es decir, la desigualdad 1.; (9 > OY tE lto, 1], en virtud de la 
continuidad de la función Li (recordemos que L Є C? (U)), se hallará 


U,Ev(RY*), 0,CU, 
(2 (0,2 (0) € 0, YEE lto hl 


tal que L., (t, z, x) >O V (t, z, 2) € 01. Eso significa que la ecua- 
ción de Euler en la región de U equivale al sistema solucionado res- 
pecto a las derivadas 


y = Фу, 


Y 
donde 
O (t. z, y) = Lo (6, z, y) (La (t 2. y) — 


= Lx.) — Ly, (z) u) 


En virtud de la supuesta suavidad del integrante, la función Ф 
es (dos veces) continuamente diferenciable. Eso significa que, según 
el teorema local de existencia [ATF, pág. 186], el teorema global de 
existencia y la dependencia continua de la solución respecto a los 
datos iniciales [ATF, pág. 195], se hallarán e > 0 y 6 > Ô tales que: 


a) la solución 2 (-) puede extenderse al segmento lt, — в, t, + 


el; 
b) a cualquier A € R" (|А | <8) en el segmento [to — e, f + 
+ е] le corresponde una solución z (-, A) de la ecuación de Euler 


con datos iniciales z (£4) = 2 (14) = 2 (14) + À, donde tẹ es cierto 
punto del intervalo (ta — €, 1). 

Según el teorema de la dependencia diferonciable de los dato: 
ciales (АТР, pág. 204), la función 


(t, A) — z (t, A) = (z, (fy Ans ++ А) ++ 
223 E da) 
es continuamente diferenciable. Mostremos que la extremal 2 (:) 
está rodeada por un campo central de extremales z (-, А). 


Diferenciando la función т (£, A) respecto a À, suponiendo que 
A = 0 y denotando 


OS 
(ноо, t) = ELA 


uN los 


i 


pani 


obtenemos (dado que = (t, А) es una extremal para cualquier А, 
141 <8) 


0m- (F Ll 20, A 20, A) 


д э»)|,„=— OE 4 Ё, 0х 
E AYALA, + шун, ta) =0. 


Resulta que la matriz H (-, tą) satisface la ecuación de Jacobi. Ade- 
más se cumplen las siguientes condiciones iniciales 


H (ta, ta) = Has Ml, == 0, 


ва) 00 (тй +%)= 


Sea Н (t, te) la solución matricial de la ecuación de Jacobi para las 
condiciones H (ty, t) = 0, H (ta, ta) = 1. Como se cumple la condi- 
ción vigorizada de Jacobi, eso significa que no existe ninguna solu- 
ción no trivial А ве la ecuación jacobiana que satisface las condiciones 
h (to) = h (1) = 0, te < T< f (р. 9.2.1). Así pues, la condición vi- 
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gorizada de Jacobi equivale a la no degeneración de la matriz H (t, 
1) para cualquier £ € [2,, 411. Pero en este caso, otra vez en virtud 
del teorema global de existencia y la dependencia continua entre la 
solución y los datos iniciales [ATF, pág. 195] (para la ecuación de 
Jacobi que también, por lo visto, se reduce a un sistema solucionado 
de primer orden), cuando los valores de te y 1, son bastante pareci- 
e la е H (t, tą) resulta no degenerada para cualquier ¿€ 
€ llo, hil. 


Examinemos la aplicación Y(t, 2)= (£, r(t, 2)) en cierto pun- 


to (E, 0), TElto tal. Tenemos det Ҹ (£ 0) =del ( 
dot НЦ te) #0. 
Esto significa que, según el teorema de función inversa, se hallará 
ô = ô (0) > 0 tal que si solamente |T — t | <ô, JE-2(D|< 
<ð, existirá el único À = À (т, E) tal que 

YAT À (T, E)) = (т. Elx (т, A (т, E)) = E. 


En virtud de la compacidad de la gráfica Г. = (0,2 (1)) | € 
€ lto, 1,1), es posible hallar un valor de 8, tal que para cualquier 
punto (т, E), 1Ẹ — = (т) | <ô, exista el único (según se entiende 
bien) valor de A = A (т, E) con el que z (t, A (т, EJ) = E. En esto 
caso la suavidad de la función A es igual que la de z, es decir, С?. 
Por lo tanto, la construcción del campo central que rodea la extre- 
mal ha terminado. 

10.3.2. S-función y su diferencial. Sea > (-, 2) el campo central 


(con su centro £,) que rodea la extremal x (+). La función 


1 о 
5.0.0) (7, 0) 


50 ра Би, г, Ar, E), 
à 


га, Ale, Ep) de 
se llama S-función del campo central х (+, A). Conforme а la defini- 


ción de campo y a su función de inclinación, tenemos 
a(t, à (1, €) = (1) 
z (1,2 (1, E) = u (1,5). @ 


Supongamos que el integrante L es continuamente diferenciable 


en cierto entorno de la grafica ((t, z (t), т (£)) | t € to, tl}. Entonces 
tendrá lugar la siguiente fórmula para la diferencial de la función S: 


d$ (т, E) = (L (т, E, и (т, Ẹ)) — (LF (т. E, u (т, E)), 
u (T, E) > ат + (L; (t, E, u (т, E)), dE ). 


Efectivamente, diferenciando Ја integral con una cota superior 


variable y utilizando Ја continuidad de 7, que se desprende de 
que z Є C?, obtenemos 
(6 & ur Б) (Ll ти, Эт, E), т@, Ao, 80), 


Š 


as 
ж 


a(t. Ar, E) A, (т, EN HL, (e, x(t, Ar E), 


zit, Эх, 80), 2 0, Эх, DA (т, E) de 


Integrando por partes el segundo sumando de la integral, teniendo 
en cuenta la expresión 2 y utilizando el hecho de que т (+, A) es una 
extermal, obtenemos 


= (т, E ult, +t (t, (e, Ar, 5), 


д8 


ZU, Мт, 50). эй, Мт, А, (9. Dl 
Сото za (ta, А (т, Ẹ)) => 0 (puesto que tẹ es el centro del campo), 
y diferenciando respecto а т ambos miembros de la ecuación (1), 
tenemos 


a (Am EJ) + лу (T, A (5, E) A (1, 3) = 0, 
seguidamente, efectuando las snstituciones respectivas en (3), obte- 
nemos la relación necesaria: 

Fa Lim E ur, DL tes e Ae 0), 

u(t, A(t, El). u(t, E). 

La formulá рага 0S/0£ se deduce análogamente integrando por 
partes y utilizando la igualdad 

ra (1, 2 (5, E)) e (1, E) = 1 
(se obtiene diferenciando respecto а E ambos miembros de la igual- 
ad 1). 

10.3.3. Formulación del teorema y deducción de las condiciones 
suficientes en un problema elemental del c.c.v. Fórmula principal de 
Weierstrass. 

Teorema. Sea z (+) € C? (lto, til, В") una extremal admisible en 
el problema elemental (Pr), (p. 9.2.1). El integrante L Є С? (У -В"), 
donde V с R°*' es cierto entorno de la gráfica ampliada ((t, х (t)) 1 
|£ € Ito. 1,3); en т (+) se cumplen las condiciones vigorizadas de Legen- 
dre y Jacobi y el integrante L es casi regular en V. En este caso x(-) 
proporcionará un mínimo fuerte al problema (Pr). 

< Las condiciones del teorema permiten rodear = (+) (р. 10.3.1) 
por un campo central de extremales z (+. A) que recubren cierto entor- 
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no simplemente convexo VEV de la gráfica ((t, z (£)) | t € lto, А1). 
Sea x (-) € KC! dto, tı], В") una función arbitraria admisible cuya 
gráfica se halla en ese entorno. Entonces 


# 
S (tn 298 (lo 2) | dS (t, 20) > 
А 


o k ks 
& { ds (t, z= | (а) - Å. (0, 
НА 


(0) dt+ 


с „ 
+} в. a=] Lods e. 
Š A 


De aquí 
i „ 

9080009) = ў L(t zih), )а— | aS (0, z(t)) = 
% A 

t 


Lit, 20). 2098—10, тй), ult, (0) 


—4L; (t, 200, u(t, 2 (0), 
„ 
far z(t), u(t, z(t), 
~ 
ауа. 


Esa fórmula se llama fórmula principal de Weierstrass. Do la casi ro- 
gularidad del integrante so deduce (р. 9.2.1) que si (£, 2) € U, enton- 
i 


(1) —u (t, 2 (0) dt = 


сев & (t u, 2,2)>0V (u, 2) € R"-R”. Así pues, TOS 


б 
и (t, z (t), 20) de>0 y, por lo tanto, 2 (д) )22 J (2(-)), es decir, 
т (+) proporciona un mínimo fuerte. 


$ 11. Complementos 


11.1. Problemas de programación lineal y convexa 


A este tema (problemas convexos) le hemos dedicado bastante es- 
pacio en la primera parte del libro. Pero allí hemos enfocado las 
cuestiones desde posiciones elementales. Aquí volvemos a ese mismo 
círculo de problemas para examinarlos como si fuera desde arriba, 
utilizando los conocimientos adquiridos acerca del análisis funcional 
y convexo. 
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41.4.1. Teoría de dualidad en la programación lineal. Examine- 
mos el problema de programación lineal expuesto en el p. 3.1. 


(с, z) — int; AzS b, (Pr) 


donde c, z€ R”, bE R", А es una matriz de dimensiones m-n. 
Tneluyamos este problema en la familia de problemas con parámetro 
ЄК": 

(c, z) — inf; Ar< 2. (Pr) 
El valor numérico del problema (Pr,)Spp = inf (c, £) | A$ 2 
se llama S-función del problema (Pr), mientras que S (Ь) se denomina 
valor del problema inicial (Pr). 

Lema. S es una función conveza Cerrada. 

< Demostremos que la supergráfica de la función S epi $ = 
= (a, z) € В.В" | 5 (2) < о, z € dom S} coincide con el conjun- 
to K = (а, 2) € R-R"} J z : (с, х) <а, Ar< z} que hemos exa- 
minado en el р. 3.2.1, demostrando, ahí mismo, que К es un cono 
convexo cerrado. De Ja igualdad epi S = K se deducirá inmediata- 
mente la convexidad y el carácter cerrado de la función 5. 

Por una parte, si (æ. 2) ЄК, resultará que 3 z’ : (с,т')< a, 
Az’ < 2. Por consiguiente. S (2) = inf ((c,71A7<2]<a y, 
como el conjunto de elementos admisibles en el problema (Рг,) no 
es un conjunto vacío (tiene 2”). por eso (а, 2) € epi S. 

Y viceversa, supongamos que (а, 2) € epi 5, es decir, $ (2) = 
=- inf ((c, z) [Ar<2)< «a Eso significa que existen unas suce- 
siones {ть}. (en) tales que (c,71)< а + вд, además, en — + 0 
cuando k-+ со y Ахах г. Por lo tanto, la sucesión (а: — en, 2)€ K 
y. en virtud del carácter cerrado de К, obtenemos (а, 2) € К. [> 

Hallemos la función S* (y) conjugada con la función 5 (véase en 
el p. 1.5.2 la transformada de Legendre — Yonng — Fenchel), Te- 
nemos 


S*(y=sup (y, D—S(2))=sup((y, 2—int((c, |А 


<} =sup((y, :}—(с, 21421) =sup ге (0и, 2) — (с, х)}= 


[ем Ах—(с, 29), y<0, 


+00, en los demás casos 


sup(Aty—c, 2) y<0, 
+00, de lo contrario, 
0. Aty=c, y<0, 

| +00, otra versión. 


Hallemos la segunda función S**(=) conjugada con la fun- 
ción S: 


$** (2) = апр (ty, 2) —S* (y) =sup ((y, 214% =e, y<0. 
y , 
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En este caso S** (b) = sup {(у, b) | А*у = с, y< 0}. El pro- 


blema (b, y) + sup: A*y = С, y <0 se Пата dual en relación con 
(Pr). 

Análogamente se deducen Jos problemas duales con respecto a los 
problemas de programación lineal en formas canónica y normal (véanse 
los ejercicios 1 y 2). La dualidad de los problemas de formas canó- 
nica y normal también se obtiene reduciéndolos a un problema gene- 
ral de programación lineal (Pr) para el cual ya se ha obtenido el 
problema dual (véase el ejercicio 3). (El modo de reducir un problema 
de forma normal a un problema de forma canónica se describe 
en el p. 3.1.1). Está claro que el problema inicial (Pr) es dual con 
arreglo al problema Pr*. 


Ejercicios 
4. Demostrar que para el problema de forma canónica 
(с, z) sup Ar=b 2320 (Prenn) 
es dual el problema 
db. y) mf Ate (рга) 
2. Demostrar que рага el problema de forma normal 
(e 2) зар; Arab 230 (Praorm) 


es dual el problema 
@. yin inf; Aye у>0. Prior) 


3. Deducir el problema dual para un problema de forma canónica, redu- 
ciendo este último a un problema general do programación lineal. 

Teorema (de dualidad). Para un par de problemas de programacion Lineal 
en, y (Рг*\ tiene lugar la siguiente alternativa: o bien el valor de cualquiera de los 
problemas es finito (y entonces también es finito el valor del segundo, y ambos valores 
coinciden), о bien el conjunto de elementos admisibles en uno de los problemas es un 
conjunto vacío (y entonces también el otro problema es incompatible o tiene un 
valor infinito). 

Para demostrar el teorema de dualidad nos hará falta cl 
Ejercicio 4. Si f: R” — R es una función convexa cerrada y existe un punto 2y 
con el quo f fzo) = c= 0, entonces (z) = ~ з para cualquier puntos € dom f 

A) Sea finito (5 (0) | < ое) el valor 5 (6) del problema (Pr), Según el lema, 
58 es una función convexa cerrada y, en virtud del ejercicio 4, S (z) > — со para 
cunlquior punto н. Sogún el teorema de Fenchel — Moreau (p. 1.5.5), 5+3 (1) = 
= S (ò) у, por consiguiente, los valores de ambos problemas son finitos e iguales, 

В) Sea $ 15) = —co. Entonces, como рз fácil de ver, $* = +o, $** = 
= — co, es decir, el conjunto de elementos admisibles en el problema dual 
Pr* es un conjunto vacío (Орга = Ø). 

С) Sea $ (b) = +o, ез decir, el conjunto de elementos admisibles en el 
problema Pr es un conjunto vacío (Ор; = Ø). Entonces, o bien $ (2) > — 
para cualquier z y, por lo tanto, según el teorema де Frenchel — Moreau, 
See (b) = S (b) = + ов, o bien existe un punto г para el cual 5 (2,) = — eo, 
y, consiguientemente, otra vez 59 = +o, 596 т оо, es decir, 609 (6) = 

Der = Ø. р 

11.1.2. Teorema de Kuhn — Tucker. Ya hemos tratado este tema 
en la primera parte del libro (р. 2.3.2). donde se ofreció la demostra- 
ción elemental del referido teorema. Aquí lo deduciremos de los 
principales teoremas del a 
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Teorema. Supongamos que X es un espacio localmente convezo. 
Ji: X> В son ciertas funciones convezas propias, continuas en el 
punto z, y А es un conjunto convezo; además, z proporciona un minimo 
absoluto al problema 


hein, hK 264. (Br) 


En este caso, para (Pr) se cumple el principio de Lagrange. 

Aquí no se expone el desciframiento del referido principio, ya 
que el mismo será esclarecido en el curso de la demostración. Preste- 
mos atención al hecho de que aquí se aplican las exigencias (conve- 
vidad local de X y continuidad de f;) que antes no existían. 

< 0. La demostración se basa: 1) en el teorema de Fermat para 
funciones convexas (р. 2.3.1); 2) en la fórmula de Moreau — Rocafe- 
Mar, y 3) en la fórmula de Dubowizki—Miliutin (p. 1.5.4 y 8. 

1. Así como procedíamos más de una vez sin limitar la generali- 


dad, estimamos que /, (2) =0,1=0,4, .. .. m. Ahora supongamos 
que / (z) = máx /, (2). Es evidente que si 2 € absmín Pr resultará que 


х Є absmín (f + 64). Entonces, utilizando el teorema de Fermat 
para funciones convexas, así como las fórmulas de Moreau — Rocafe- 
Паг y de Dubowizki — Miliutin, obtenemos 


¿Bo жа 
обєдүү 6A) (27207094064 (0) 

. Я Р А 
со (дә)... VAn HABA. C) 
Sólo nos queda descifrar la expresión 1 que contiene Ja siguiente 


información: existen 27 €ôfi (3), а,2>0, Ñ а,=1 у E*E0A(S) 
= 


tales que Y qz? +E*=0. De acuerdo con la definición de subdi- 
& 


ferencial y teniendo en cuenta que f; (2) = 


>? 1D, Ое, 212%), 7€4. Multiplicando por а, y su- 
mando llegamos al principio de mínimo: 


), obtenemos /¿(2)7> 


Yaha Vrea, 


o sea, las condiciones de пә negatividad a, y de no rigidez complemen- 
taria ya se han cumplido. 


11.2. Problemas de Liapunov 


A esta clase de problemas se reducen muchas cuestiones de opli- 
mización, en particular, los problemas de control óptimo. Una de sus 
singularidades consiste en que contienen convexidad oculta, es de- 
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cir, estructura convexa que no se nota а primera vista. Sin embargo, 
precisamente la convexidad es el factor que predetermina la circuns- 
tancia de que las condiciones necesarias en los problemas de Liapu- 
nov coinciden con las condiciones suficientes y éstas se realizan en 
forma de principio de mínimo. 

Teorema (principio de Lagrange para los problemas de Liapunov). 
Sea (Т, P, v) un espacio métrico de medida boreliana v (Ẹ esel total 
de conjuntos borelianos); U, un espacio topológico; f; : T -U — R, ciertas 
funciones continuas, і = 0, 1, . . . X, un espacio lineal; g,, cier- 
tas funciones convezas finitas en X cuando i = 1, ..., m' y funciones 
afines cuando i = т' + 1, ..., m; y А, un subconjunto convezo de 
X; además, el par (2 (-), 2) proporciona un mínimo absoluto al si- 
guiente problema *: 


Ри.) воб) б: E AK, 11, m, 
Flut) +4, (0) 0, i=m +4, ....m TEA, 
ғи) | felt, ийуу. 


# 


Por consiguiente, para el problema (Pr) tiene lugar el principio de La- 
grange, es decir, existen los factores lagrangianos A = (ho, ++: Am) € 
ER" ул = 0 tales que se cumple: 

a) el principio de mínimo en u y х 


мг Ё 
casi роғ doquier, 


m т & 
mín Ум (t, u) à hafi (t. u (t)) 


л А м 
mín Ў A, (2) = Y А (7); 
А 0 — 

b) la condición de no negatividad 


M>0 ¿=0,....m 
c) la condición de no rigidez complementaria 


АР) 61020) i=1, me 

Es fácil comprender que si А, > 0, las condiciones a), b) serán sufi- 
cientes para que (ù (-), т) sea la solución del problema (Рт). 

<10. La demostración del teorema se basa en los siguientes hechos: 
1) en el teorema de Liapunov (р. 7.3), 2) en el teorema de Kuhn — 
Tucker (р.2.3.3), y 3) en las condiciones de extremo para un proble- 
ma elemental de control óptimo [ATF, pág. 360]. 

4. Denotemos por Y el conjunto de aplicaciones medibles en Т y 
U que poseen la propiedad de que f; (t, и (1)) € L, (T, 2, v), y de- 


* Que precisamente se denomina problema de Liapunov. 
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notemos por F : V —> В” * la aplicación F (и (-)) = (Е, (и (-)), 
)- 

ч в F (V) ез un conjunto convezo en В". AA Sean 

кыЛ о» 1=1,2(>3d,()EV: F(u (o) = 
as que 


ри = 09) (t, u (0), 
plae ( poll) dy, ... , f pnta): 
Está claro que p es una medida кө (T, 2). Adomás, 


u (Ø) = 0, p (T) = El — E?. Según el teorema de Liapunov (0.1), 
к un conjunto Aa tal que 


а) а (| ша... | ра). 
A de 


Por lo tanto, 


sa 
а@-й= | л аа 


Aa 


+ È hilt 0) j hlt, u(i) dv— 
NA, ГА 
БИЕСИ 
Taa de 
= | һи dE 
тул, 
De esta igualdad, pero suponiendo que 
шй), єл. 
win] u(t), ETN Aa 
se deduce 
F (ua (0) È = a (Et — = F ua (.)) = 
= a$! + (1 — a) $D D 
2. Denotemos z= (zo, ..., Zm) Є R"*, Е = (z, 2), Ф: (E) = 
= gi (z) + 2, y examinemos el problema 
ч» @ — inf; е @& 0,4! =1,..,т 
(Pr) 
Ф 0) = 0,1 т +1, m, $ EAF (V). 
Con arreglo al lema, aquí se trata de un problema de programa- 
ción convexa. Si (0 (-), entonces 2) será la solución del problema 


an 


(Pr), y E= (2, Р (ш (-))), la solución de (Pr). Nos queda tan sólo 
aplicar a (Pr) el teorema de las condiciones de extremo (0.3) y obte- 
пег las relaciones necesarias а) — с).[> 


11.3. Problemas de control óptimo, 
lineales en variables fásicas 


Sea A = Hp, 1,1 ип segmento finito de nna recta numérica; а; : 

ТА R", 122 0, ‚т у А(-):А-—> (R",R") ciertas 

funciones vectoriales y matri un espacio topológico; /, : 

¡AUR Ri 0,4, A-U —> R", ciertas funcio- 

nes continuas: Yos Үн. m, los elementos de R". 
El problema extremal 


дее (уа C) — in 
uhu) = 0,4 
Z) -A (t)z (t) + F (t, (0), и (0 € U casi por doquier, 
Heu) = 
ра ол (0) de + (op 2 (o) + 
+ ба 00 


en el que las magnitudes relacionadas con la trayectoria fásica en- 
tran linealmente, se llama problema de control óptimo, lineal en varta- 
bles Jásicas. 

Denotemos por 1! el conjunto de aplicaciones medibles u : А —> 
>U tales que las funciones t— j; (t, u (1), t-> F (t, u (1)) sean 
integrables. El par (т (+), u (-)) se llama proceso admisible si z (-): 
А— R" es nna función vectorial absolutamente continva, и (-) Є AL, 


z(t) = A (t) x (t) + P (t, u (0) casi por doquier y se cumplen las 
relaciones J; (z (5). и ()<0. 1< i< т. 

Teorema (principio de måximo para los problemas de control óp- 
timo, lineales en variables fásicas). Sea A = fto, А] en el problema 
(Pr) un segmento finito de una recta numérica, a; (+) Є 1, (A, R°), 
A (-) € Li (А. £ (А", В"); U. un espacio topológico; fi y F, ciertas 
funciones continuas y la aplicación en R”, definidas en A О. 

1) St el proceso admisible ( (-), ù (-)) proporciona un mínimo ab- 
soluto al problema (Рт). es necesario que se cumpla el principio de La- 
grange, es decir, que existan № = (Ag, - . -+ Am) Є R”* y que la fun- 
ción absolutamente continua p (-) А — R", Qu, p (-)) + 0 sea tal que 
se cumpla: 


a) la ecuación de Euler — p(t) =p (1)A(t)+ Ума (05 
= 


DE mos 


O 


b) las condiciones de transversalidad p (tx) 
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€) el principio de máximo 
máx (р(9 F (t, ш) У hfi (t, ш) = 
м0 а 
=(р)Ё(. и ())— Y dif; (t, ù (t) casi por doquier; 
а 


d) la condición de no negatividad 220,041 т; 


e) la condición de no rigidez complementaria MJ, (2 (-), и (+) = 
=0,1<1<m. 

2) Si para el proceso admisible (2 (-), ш (-)) ezisten Ay > 0, } € 
ER” y p(:) E AC (A, В") tales que se cumplan las condiciones 
а) — e), en еме caso (z (+). u (-)) proporcionará un mínimo absoluto 
al problema (Pr). 

<10. La demostración de dicho teorema se basa: 1) en el principio 
de Lagrange para los problemas de Liapunov (véase el punto ante- 
rior); 2) en ol lema de reducción de la teoría de ecuaciones diferencia- 
les, que demostraremos en el p. 1. 

1. Lema de reducción. Sea A = 14, tl un segmento finito, y U, 
espacio — topológico; a(-)€ Ly (А, R"), A (-) € Li (A, £ (А", 


un 


R"). 
РЕС(А-0, R", fEC(A, 0), 
OS $ (ба (0, z (0 ) 4 A 4t, u (ууа + 
3 


+ (то, а (,)) + (ү, т (6), 


donde los valores de > (+), u (-) están enlazados mediante la ecuación 
diferencial 


20) = A 40) z (t) 4 F (t, u (0) casi por doquier. 
Entonces tiene lugar la igualdad 


Med) (00, Ри, + 
È 


Et, u (D) de+(1—p (to), (to), (1) 
donde p (-) es la única solución del sistema lineal 
— p 0) = p WA (0 + a (0, p (1) = ye 


<< Efectivamente, la función p (-), según el teorema de existencia 
y unicidad [ATF, pág. 191], se determina de una sola manera. Enton- 
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сез 


[е0 ту! = (де la expresión para p(-)= 
è 


<= +A, (1) d1=(ntegrando por 
Н 


А 
partes) = (р (>), ED | + { 040200, 
8 


3 


Pt) = (q, 2 (40) —(P (to), а! (p(t), F(t, u(t))) dt, 
3 


de donde se deduce inmediatamente la expresión 1. D [> 
2. Del lema so desprende que si (2 (-), ш (-)) € absmín Pr, enton- 
ces ú (+) € absmín Pr’, donde 


$ шш), Ро, (op olt ишу + 
4 
Я-то роб), z (to) > inf, (Pr) 
оо, FO, uH ha а ае тоу Pto), 204) б, 
; 


¡Atar риб) =Y 


Ahora sólo nos qued: el principio de máximo al proble- 
ma de Liapunov. Según ese principio, se hallarán Jos números Ao, 
as «+ => Am que satisfacen el principio de mínimo, y también las 
condiciones de no rigidez complementaria y de no negatividad (para 


(Pr')). Si ahora suponemos que p (t) = Eur (0), entonces, como es 
Es 
fácil comprender, se satisfarán las condiciones a) — с). 
La suficiencia se deduce de la suficiencia del principio de 
máximo del problema de Liapunov. [> 


11.4. Ecuación de Euler para un problema elemental 
del cálculo clásico de variaciones 
еп un caso multidimensional 
41.4.4. Planteamiento del problema. Sea 7 с R” una región 
acotada en Е" con una frontera suave 07. Se llama problema ele- 
mental del cálculo clásico de variaciones, el siguiente problema 
extremal еп С! (Т): 


202(0)= { L(t, z(t), #Ч)й-—»ехи, zlor=8 (Pr) 
т 
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Aquí L: R"-R-R”-—> R es una función de 2m + 1 variables. 
El extremo en dicho problema se considera entre las funciones 
æ (-) € C? (Т) que satisfacen la condi de contorno: la acotación 
de x (+) en la frontera 97 debe coincidir con la función continua 

e Dg дїй) дє (t) 
E (C): 3T — R; z (t) <= ES a). 

Decimos que la función admisible 2 (-) proporciona al problema 
(Pr) un mínimo (máximo) local y escribimos, comúnmente, 2 (-) € 
1остїп Pr (locmáx Pr), si existe б > 0 tal que con cualquier función 
admisible z (+), para la cual || = (-) — = (+) ||, <ô, secumplo la 
desigualdad 2 (z (-))> 2 (т () (2 E CYS 2 (2 (-))). 

En este caso debemos recordar que С! (M) es un espacio de fun- 
ciones continuamente diferenciables en 7, donde 


IT o .... EA 


Izt) Mos 


11.4.2. Condición de extremo necesaria 

Teorema. Supongamos que т (») € С! Т proporciona un mínimo 
local débil a (Pr), mientras que el integrante L es continuo, juntamente 
con sus derivadas parciales, según z, z, en cierto entorno del conjunto 
{@, 2 (0, 20) 11€ T) y, además, L. (t) € C' (Т). En еме caso se 
cumple la ecuación de Euler ps 


— div Å, (0) +£,()=0. 


< Razonamos igualmente que al deducir las condiciones necesa- 
rias en el problema de Bolz o en un problema elemental unidimon- 
sional. Tomamos la siguiente función arbitraria, pero fija: ту (+) € 
ЄС (Т): = (z (-) € C' (T) |z lor = 0). Entonces = (-) + Az (+) 
será la función admisible VA Є К. Supongamos que (A): = 
= J (z (+) + àx (-)). De la condición 2 (+) Є Іосохіг Pr se deduce 
que 0 Є locextr «р. Utilizando la diferenciabilidad de «р en cero (que 
deriva del teorema de análisis de la diferenciabilidad bajo el signo 
de integral), Jlegamos a la expresión para la primera variación: 


O= EE), 2000 | UL (0, 200+ 
1 
+Å, (t) z(t) dt =0 Ух(0)С: (Т). (D 
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Ahora sólo falta utilizar la fórmula clásica de Ostrogradski 
110, t. 2, pág. 272; 15, 1. 2, pág. 97), en virtud de la cual 


{ (E, (D de= -( ivl, Or) а. (2) 
1 т 


De las expresiones (1) y (2) obtenemos que 
{ (—div у) z(t) dt=0Yz(-) ECT). (3) 
т 


Si ahora suponemos que la función £— a (f): = —div È; (0) + 
+ Leo) no es igual a cero (para concrétar, supongamos que es una 
función positiva) en cierto punto de Т, entonces, a consecuencia do 
la continuidad de a (+), existirá una esfera pequeña B (1, p) = T 
dotada de una propiedad tal que а (t) >0VtE B (E p). 
Ahora podemos suponer que 
79 =u- р-а ; 
zo-f (0—10 <p 
0 и—П>ә. 
y, después de convencerse de que 7 (+) € С! (Т), llegar a uva contra- 
dicción, ya que 


o 5 чет» 
o= [003 = | azda 


mi, p 


> min at) | Zoda». > 


81, p нй, p) 


11.5. Acerca de los teoremas de existencia y los 
métodos directos en el cálculo de variaciones 
y el control óptimo 


La problemática de existencia de soluciones desempeña un papel 
muy importante on la teoría de problemas oxtremales. 

Examinemos esa problemática en el ejemplo de un problema ele- 
mental del c.c.v.: 


t 
WEN | Ll, z, z) dt ini; 
z (to) тад =, L:iR=R, (рг) 


posiblemente a condición de que sea acotada la derivada: 2€Uc 
CR. 


Tratemos de descubrir las razones que contribuyen а que el pro- 
blema pueda no tener solución. Para ello examínemos los ejemplos 
3—5 del punto 4.2.4. 
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1) Carácter no convexo del integrante en z. En el ejemplo 5 el 
integrante tenía el siguiente aspecto: L (т, 2) = ((1 — 2) + 2% 


La función z — L (z, 2) aquí no era convexa. Precisamente esta cir- 
cunstancia nos permitió establecer (en el p. 4.2.4) «un régimen desli- 
zante» y argumentar la imposibilidad de existencia de solución. Co- 


mo muestra el ejemplo en el problema de Newton (L (t, 2) = t (1 + 


+ 2%), U = R4), el carácter no convexo del integrante no siempre 
conduce a la inexistencia de solución. 
2) Incremento insuficiente del integrante. En el ejemplo 3 (Wei 


trass) ol integrante L tenía el siguiente aspecto: L (t, 2) = 42 
La función x= L(t, 2) poseía suficiente incremento (cuadrático) 


соп todos los valores de t, excepto £ = 0. La función £ (0, z) era 
idónticamente igual a cero. Y precisamente esta circunstancia, o sea, 
Ja falta de incremento del integrante en 2, aquí es la causa de que no 
haya solución. Como es sabido, a menudo tampoco existe solución 
del problema de superficie mínima de revolución, sobre todo cuando 


L (z, 1) =z} 1 +2. Aquí el incremento dol integrante os igual 
que el de la función lineal, y esto tampoco es suficiente. Cabe seña- 
Таг que, en ambos casos, los integrantes un poco modificados (L (t, 


1) = 131832, ejemplo de Hilbert, у L (z, 1 — 22/2, «plano do 
Lobachevski») poseen propiedad de existencia. Así pues, el incre- 
mento insuficiente del integrante tampoco siempre conduce a la ine- 
xistencia de solución. 

3) Carácter no acotado de la funcional por debajo. En el ejemplo 
4 el integrante L tenía el aspecto siguiente: L (=, х) = z? — 21. En 
este caso la presencia de un punto conjugado provoca el carácter no 
acotado de la funcional por debajo, y esta circunstancia, a su vez, 
provoca, por supuesto, la inexistencia de solución 

Si eliminamos las tres circunstancias mencionadas podemos lo- 
grar la existencia de solución. 

Expongamos, por ejemplo, el siguiente resultado. 

Teorema de Tonelli. Supongamos que en el problema (Pr) el in- 
tegrante L admite la estimación 


10.2.0) 2912р 8, 

donde a > 0, р> 1, (t, x) pertenece a cierta región coneza cerrada 
б < В? que contiene los puntos (ty, z), (tı, ту). además, la función 
2 L (t, т, 2) es conveza para cualquier par de (t, х) €G. En este 
caso, entre todas las curvas absolutamente continuas, cuya gráfica se 
halla situada еп G, existirá una curva que proporcionará un minimo al 
problema (Pr). 

Como vemos, las condiciones de Tonelli permiten evitar las tres 


12-095 ат 


causas de inexistencia de soluciones, de las cuales hemos hablado. 
más arriba (2 se supone que es casi regular, mientras que («=> 2 — L X 
(2,2,2) es convexa), el incremento con arreglo a г supera el incremen- 
to lineal, en tanto que el integrante permanece acotado por debajo. 

Aquí no exponemos la demostración del teorema de Tonelli, ya que 
la misma se ofrece detalladamente en el libro (1). 

Debemos señalar aquí mismo, que la casi regularidad del integran- 
te, desde el punto de vista teórico, siempre se puede considerar cum- 
plida. 

Expongamos el resultado correspondiente. 

Teorema de Bogoliúbov. Sea б una región conveza cerrada en В? que 
contiene los puntos (ty, za), (tx, 2); L, una función continua en G х В; 
Т, la convezidad de la función z— L (t, z, 2); (t, z) €G (=> їо 
z, +), la segunda función conjugada en sentido de análisis convezo de la 
función L(t, z, -); y 


s 
Зеб): f Če, z, i) dt- int; 


2 (ta) = Zo, 2 (h) = л Čr) 
un problema elemental con integrante È. Entonces el valor numérico 
del problema (Br) (a condición de que las gráficas de las funciones 
2 (+) se hallan en G) coincidirá con el valor numérico del problema ¡es 
y, además, para toda función z (+) € C (е, 4), z (t) = М mí 
= зу, ((t,2) EG VIE lto, tl existirá la sucesión {х„(-)}„» con 
esas mismas propiedades, y tal que zn (5) —= т (+) en el espacio С (lto, 


4) y Mm 9 (en (9) = F (>). 
El control óptimo concede nuevas posibilidades para estudiar los 


problemas de existencia. Por ejemplo, tiene lugar el 
Teorema. Supongamos que en el problema (Рт) con condiciones com- 


plementarios | = |< A, el integrante L está definido, es continuo en 
В? у casi regular. Entonces, si existe una función admisible, también 
existirá la solución del problema. 

< La demostración de dicho teorema es muy sencilla. Realicé- 
mosla suponiendo adicionalmente que Z es suave en z. Sea {zn (+) }n>1 
una sucesión minimizadora. De las condiciones х, (ta) = ту, [Za (DIK 
<A зе deduce, según el teorema de Arzel (10, parte 11, pág. 392), 
1а compacidad {za (-))n>: en el espacio С (lo, til). Por lo tanto, 
so puede estimar que z, (+) converge uniformemente hacia х [0] 
y que т„ (:) converge hacia z débilmente 


4 Я 
(= | (En (1) 2 (t) a (1) dt> 0 Va {-)€C (lto п) > 
i 
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Pero en este caso, debido a la compacidad {zn (-)), а la continuidad 


y casi regularidad de L, a las estimaciones | za (£) 1< А, 12 0 1< 
<A у а la débil convergencia de {zn (-)) hacia т (+), obtenemos 


INIA ES Lle 2,00, 200-20, O 


ha 


a 
аба {шо „ш, 2000—00, 2, (0, 
Н 


РО) 2.00), 200) Ll, 20), HON а> 


h 5 З 
> GOEL, 2,0, 50) = 


es Н 
={6.0-20) 


(L, (t, (б, 200) = 0,06, 200, Z(+ L; (0, 


200) = рь-ет ға, 101—0, 1021-0, 
110. 


Por consiguiente, lim J (za (+) = J (2 (+), es decir, 2 (.) es 


la solución del problema. [> 

Durante largo tiempo en el cálculo de variaciones se comparaban 
los métodos clásicos basados en la deducción y el análisis de las ecua- 
ciones de Euler y la construcción de soluciones mediante pasos lí- 
mites (en este caso desempeñan un papel muy importante los teore- 
mas de existencia). 

El teorema que acabamos de demostrar permite analizar, en prin- 
cipio, el problema elemental del c.c.v. zando los métodos clá- 
sicos y prescindiendo de la teoría de condiciones suficientes [AGT, 
pág. 1991. En lo que concierne a las realizaciones numéricas Ве los 
métodos directos, en el cálculo de variaciones desde hace mucho tiem- 
po se emplean los métodos de Ritz y Galerkin [4]. 


$ 12. Problemas diferentes 


12.1. Problema de aterrizaje suave de un aparato cósmico 


Examinemos el problema de aterrizaje suave de un aparato cós- 
mico en una superficie plana de un cuerpo celeste privado de atmós- 
fera. Como ejemplo de tal cuerpo puede servir la Luna. 
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Supongamos que el aparato cósmico describe una trayectoria recti- 
línea perpendicular a la superficie del cuerpo celeste; donde m (t) 
es la masa del aparato en el momento £; y т (£), la distancia desde 
ese aparato hasta Ja superficie del cuerpo. Sobre el aparato cósmico 
actúa la fuerza de la gravedad ym y la fuerza de tracción ku. Suponga- 
mos que los coeficientes y > 0 (aceleración de la gravedad) y k 
(aceleración de la fuerza de tracción) son constantes; sobre el control 
и se superpone la restricción 0<u< (7. Entonces, conforme а la se- 
gunda ley de Newton, la dinámica del vuelo podrá ser descrita por las 
ecuaciones 


mz —1u,0<u<U. в) 

Planteémonos la tarea de alerrizar suavemente gastando la сап- 

tidad mínima de combustible (sin fijar el tiempo invertido en el ate- 

rrizaje). Eso conduce a la siguiente formalización (denotemos т (t) 

рог 21; т (0), рог т„; т (0), por my; y el tiempo invertido en el aterri- 

zaje. por Т): 
па — т (Т) inf; д =z, 2. = (hum) — ү, 
m=—u, 2 (0) => 0. za (0) = Es m (0) = ma, 
200) =r (1)=0, 0<uSU. 

Efectivamente, la diferencia entre la masa inicial y la masa fi- 
nal КЫЙЧ a la cantidad de combustible consumido; los números 
т, (0), za (0) y т, caracterizan las posiciones iniciales y la masa pri- 
maria del aparato; y las relaciones тү (Т) = г; (Т) = 0 significan 
quo el aterrizaje ha sido suave: ol aparato aterrizó en el punto nece- 
sario а velocidad nula. 

Hpmos llegado al problema de control óptimo, Escribimos la fun- 
ción Че Lagrange: 


ku— ym т 


з 


Loma (1) + | (mx + 
Ч 


+в (3t y) + p3(m+u)) dt + piz, (Т) + нь (Т). 


Las condiciones de contorno que no llevan información y que se 
hallan en el extremo izquierdo no han sido incluidas en la función de 
Lagrange. 

Por condiciones necesarias entendemos: 

a) las ecuaciones de Euler 


-h= –р-р=0. Pit 


b) la transversalidad en z 
рі (Т) = — р, р (Г) = — pe Рә (Т) = А; 


e) la optimidad en u 


ы а жа). 
оти (рир 0 у) = Рә) — РМ) ууз 


d) la estacionaridad en Т 


hh (7) — ia (P) + o a = 0 <> Ai (П) p D (29 y) =о. 
De a) se deduce que 
ру (0) = р = const, р, (0) = — pt +9 (0) 
= const. 


Denotemos y (t) = — Pa (0) + Кр, (t)/m (0). Entonces, de a) obte- 
nemos 


Жш) = — kpim (0). 0) 
De la condición de estacionaridad en Т llegamos а la igualdad 
PAD) UAT) = р, (Тут, 8) 
y de la optimidad en и hallamos 
O con y (1) < 0, 


10) 
U con ẹ (t) > 0. 
Si p = 0, de (2) deduce que y ($ = const, En este caso Yo зе 
= 0, de lo contrario, de (1) y (3) resultaría que р, = 0 y todos Jos 


tnstores de Lagrange serán ceros, Por eso (1) == 0, o bien ú (t) = 
‚ Pero si p = 0, la función y será estrictamente monótona у. 


рог E tanto, tendremos la ú 


conmutación de ù (1) = 0 a ú (Y= 


= D o, al rovés, de ú (0) == 0а ч (0) = U. No obstante, es fácil com- 
prender que el primer caso es imposible, ya que la aeronave no podrá 
aterrizar con el motor desconectado. Por consiguiente, sólo quedan 
dos posibilidades: o moverse sin conmutaciones de и (t) = U, o bien 
realizar wa conmutación de cero a U. 

Sen т el momento de conmutación. En este caso el movimiento 
del aparato con £< т se establece a base de las fórmulas de caída li- 
bro: 

=E+EL—y0/12, л =E— ym (t) = mo. 


Eu el plano fásico (ту, xa) estas relaciones determinan la parábola 
= EL +r (Es— 2/9 (És — 7,)?2y. El movimiento del aparato 
= е tramo Ít, Т] esta determinado por las ecuaciones (*), donde 


ияш O 0 = ыт, (O = ыт(т) = т. 
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La solución correspondiente al problema de Cauchy es (1 + a = 
t): 


=i) 
ata) = tia -iyat а Ha (1 — 


z, (t +a) = E, — ya — k In (1 — Valme). 
m = m, — Un. 


El conjunto de puntos (E,, E,) a partir de los cuales se puede lle- 
gar al origen de las coordenadas conectando el motor a plena poten- 
cia, se ofrece paramétricamente en forma de las ecuaciones x, (a) 

= т (a) = 0. Excluyendo de estas últimas el parámetro о, obtene- 
mos la curva Y (Е, 2,). Así llegamos a la siguiente respuesta defini- 
tiva: durante el tiempo determinado por la primera raíz positiva de la 
ecuación 


Y (EL + Est — ya /2, Es — үт) = 0, (0) 


es necesario dejar que el aparato se mueva libremente y conectar después 
el empuje de reacción a plena potencia, Si con los valores dados de 
(n Es), la ecuación (4) no tiene solución, el aterrizaje suave será impo- 
sible. (Dicho problema se analiza detalladamente en el libro de 
AM. Létov «Dinámica del vuelo y su control.» Moscú, Майка, 
1969.) También se ofrecen muchos problemas interesantes de la teo- 
ría de control óptimo en la obra de Lie Е.В. y Marcus L. «Fundamen- 
tos de la teoría de control óptimo» (Moscú, Naúka, 1972). 


12.2. Problema de Goddard 


Las cuestiones que aquí se tnalizan se refieren а un solo problema 
de la dinámica coheteril. El movimiento de un cohete manejado en 
un campo homogéneo se describe por el siguiente sistema de ecuacio- 
nes: 


2=v, v=Pom +g, m= — РІК. 


Aquí z, vE В? son los vectores de posición y velocidad del cohete; 
©, es un vector unitario en В?; P, el valor del empuje de reacción del 
cohete; m, su masa; g, el valor vectorial que caracteriza el campo de 
gravedad (en nuestro caso, es decir, en el caso de campo homogéneo, 
el mismo es un valor constante); y k es una constante que refleja la 
dependencia existente entre el consumo de combustible y el empuje 
de reacción). 
Sea u = Ро/т. De la ecuación т = — P/k obtenemos ө (m/m) = 
= — ulk. Multiplicando por © ambos miembros de la última ecua- 
ción y teniendo en cuenta que ө y u son proporcionales, obtenemos 


т, 
=- =m(T)=m(0)exp (+ $ tas). 


Supongamos que en el momento inicial £ = 0 conocemos la posición, 
la velocidad y la masa inicial del cohete. Debemos saber cómo mane- 
jar este último para que el mismo alcance, en un momento fijo То, 
un punto determinado con una velocidad dada y consumiendo la can- 
tidad mínima de combustible. Es fácil comprender que dicho proble- 
ma conduce a la siguiente formalización: 


т 
| ма-а F=u+g, 100) =2, 2(0)=0 


ж(Ту=з, 2(T)=v (Pr) 
En el proceso de solución no importa que z pertenezca а R*, En lo su- 


cesivo consideraremos que todos los vectores т, g, z se encuentran en 
el espacio А". 
Resolvamos tal problema aplicando el método de du: 


ciéndolo al problema de Liapunov. En virtud de que 2 = и + g te- 
nemos 


¿ z 
щй =»+ | шато} udt 67, 
П fj 


‚ А 
тй) =+ $ idres =2 +08 = EE ( ши. 
і è 


Así pues, hemos llegado al problema de Liapunov 


Ty т. т, 
{ шаі: {ийет (шй, 
3 і 3 


donde 
atom, аниа 


=» 


Designemos por 5 (E, 1) el valor del problema. Naturalmente que 
$ está determinada y es finita (y, por consiguiente, es continua) en 
todo В" х В". Apliquemos el método de dualidad. Tenemos 


der 
5% (р, ф= зир (E P+ 9 
am 


del т, т. 
—5(@ 1)) = sup (E, р) +0. Фм ({ ша] { ий= т, 
ал ? } 


To т, 
| tuat=5)) = sup ($ вео, Du) Ф— 


A 
=:0])а)=} зарба, 9 += lul) = 
0, 0р4 4119210, Tol, 
+00, 3110, Те}, tal que 


[р+41>1 
Describamos el conjunto А de pares (р, q) para los cuales | fp | 
+41<1% г ЄЇ0, Tol. Tenemos 


tpt qg (Тор (1 


== (0р, Фор 411. 1911). 


Ahora, valiéndonos del teorema de Fenchel—Moreau podemos 
llar inmediatamente el valor numérico del problema (еп el ей 
so introduco la dora inr Tap tar (CT) 


S, nse, yo ap (&, + 
T 
Hm @й—5*(р, > Кыт (E pre 


+ Ф) sup (55 г д} 


лє! ае 

1] 
El control por impulsos 
i= (20 - 


donde б (+) ex la -función de Dirac, resulta evidentemente admisi- 
ble y óptimo: 


Р -a+ 


t 


A 
{ ашт і ш) dt = + 
і i 


{0а SE, э). 


del problema. Ех fi 
уң — ET, 
ү ПЫ кешеш 
(Pr). Sin embargo, en un caso degenerado, cuando ambos voclores 
Буз — ET, difieren de cero y tienen la misma dirección, hay tanto 
controles por impulsión (incluso por un solo impulso) como controles 
Este problema tambi analiza en с) libro «Fundames 
Los фе la teoría de control óptimo» redactado por N.J. Rózov (Moscú, 
Zuániyo, 1973). 
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Precisamente esto proporciona la х 
demostrar quo en un caso ger 


12.3. Problema де Ulam 


En el libro de S. Ulam «Problemas matemáticos no resueltos» 
(Moscú, Naúka, 1964) so plantea la tarea de ¿cómo minimizar la suma 
de las longitudes de los trayectos recorridos por los extremos de un 
segmento unitario que se desplaza en el plano de una posición dada 


а otra? Hesolvamos un сазо particular del problema, cuando es ne- 
cesario convertir el segmento lAo, Bol, Ap = (а, 0) en segmento 
lAs, Bil, Ay = (— а, 0) (vén ig. 4). 

Resolvamos eso problem: dole el principio de Lagrange. 
Tenemos la siguiente formalización 


ИЦ Е 


(0) = 2.00) =0. (л) =, л. (а) Es (Pr) 


La funcional en (Pr), como ех fácil entender, expresa la suma de 
las longitudes de los trayectos recorridos por el punto inicial del 
segmento A (t) = (ri (0), 2. (0) y el punto (йш! А (2) = s (f) t 
| cost, xa (0) | sent). En esto „ el ángulo £ formado por el 
segmento AB y el oje Or, varía monótonamente desde cero hasta 
S.V. Búrtsev demostró que para cualquier trayectoria 1 de trans 
n del segmento A (0) 9 (0) al segmento А (л) B (л) y para cual- 
quier e > se halla trayectoria de tipo cirennscrito, cuya fun- 
cional puede хог mayor no más que en e de la suma de las longitudes 
de Jos trayectos recorridos рог los extremos del segmento de la trayec- 
toria H. Por consiguiente, la solución completa del problema (Pr) 
también proporcionará la solnción del problema de Ulam. El pro- 
blema (Pr) se reduce al problema de Liapuno 


+4 V (2, зеп DE (Es + созу) dt — inf; 


{ашгаа ора {оа 


a 5 


donde E = (En E. н = 4. v (1) = (sent, —cos 1). Supongamos que 
Luj = ju] + |u—ov() | 1 Au (el caso de A, = 0 es imposi- 
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ble). El principio de mínimo поз da 
mín Lt, )=L(t, шщ) = А60, (Jul + luv (ONÈ. (D 
uen 


De 1а expresión (1) y la fórmula para la subdiferencial de la suma 
obtenemos: si u (f) no es igual a cero o a v (t), entonces 


ICI @ 

1а (01 1а (9—01 
Descifremos la relación (2). Son posibles dos casos: [А |< 2 
6/2.| = 2. En el primer caso, de la relación (2) se deduce que la 
suma de dos vectores unidades es igual a —А. A base de ello ambos vec- 


tores se determinan univocamente con una precisión de hasta cam- 
biarlos de lugares, 


Así pues, sea — А = л, + ny. Entonces и (t)/| u (1) | será igual 
a n, о a na, es decir, la dirección de la velocidad del primer extro- 
mo (a condición de que [А | < 2 y que se muevan ambos extremos) 
será пу o лу, mientras que la dirección del segundo extremo será па 
(si la dirocción de la velocidad del punto А es igual a n,) o n, (si la 
dirección de la velocidad del punto А es igual a ла). Pero si |A| = 

= 2, las velocidades de los puntos A y В tendrán la misma dirección, 
lo cual sólo es posible en los casos degenerados, que en nuestro caso 
particular no se realizan. 

Por lo tanto, la dirección de la velocidad del extremo coincidirá 
con т, o пу, o bien esa velocidad será igual а cero o a v (1). 

Ahora es posible resolver el problema de Ulam con arreglo a nues- 
tro caso. El movimiento se muestra en la fig. 4. El extremo izquier- 
do se mueve describiendo la línea quebrada АСА, y el derecho, des- 
cribiendo el segmento В„8', después el arco B"B” de radio unitario 
(en ese momento el extremo izquierdo permanece fijo en el punto С) 
y luego el segmento B”B,. Las velocidades de los segmentos so hallan 
dirigidas a lo largo de los vectores m у л, que, junto con el eje Oxy, 


forman un ángulo a igual a arcsen кн! lector resolverá fácilmente 


el referido problema geométrico). Dicha trayectoria satisface el 
principio de mínimo y, por consiguiente, proporciona un mínimo al 
problema, ya que para Ay s 0 la condición necesaria es suficiente. 


12.4. Teorema de Chébishev sobre la alternancia 


En este punto y en el siguiente mostraremos cómo se debe apli- 
car el teorema de depuración. Demostremos el siguiente resultado. 


Para que el polinomio p (+) de potencia< п — 1 difiera lo menos posi- 
ble de la función continua 2(.) en la métrica del espacto C (lty, t), 
es necesario y suficiente que se hallen s > n + 1 puntosen los que z (-) — 


—p (0) adquiera sucesivamente sus valores máximo y mínimo. 
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Recordemos que el polinomio de desviación mínima en el espa- 
cio С ([t,, t,J) se determina a base de la relación 


(2=(eoro= 2, ач) 
NIP (Ma = i min UC) p (Пока 
< Necesidad. Es lógico suponer que а (4 ) € P,. Examinemos un 


problema convexo sin acotaciones en В’ 
(х) = máx j(t, 2):= |12(:)— мар: = 
1@) ик ү Jill) =p (> Me aD 
= máx |г()+ Ў zt] > inf. 
dello. 1 kmi 
La función f es continua y, como es fácil de entender, crece hasta 


Ja infinidad. Eso significa que, según el corolario йе! teorema do 


Weierstrass, la solución = del problema es real y entonces 0 € ðf @ 
Apliquemos el teorema de depuración. Según este teorema, si 


€01 (2), se hallarán s<n +1 puntos S ti < Ta < < 


<T,< fı, з números оу, ..., Œ, у з vectores y; € дү/ (Ty, х) tales 
que 


10n 9140) aer E mt, Damm. (1) 


A consecuencia de que f (т, 2) =£0, la subdiferencial sf (ti, 2) 
coincide con la derivada. Diferenciando х — f (тү, т) con arreglo а 


т еп el punto z, obtenemos 


и = sigo (т(т)—р(щ)) (la ту, <- тї”). e) 
De las expresiones (1) y (2) se deduce que el sistema 
Basien (е (9) -р(0) 0, B 


k=0, 1, ..n1, 


tiene una solución no trivial y, por consiguiente, s = n + 1. Multi- 
plicando la k-ésima ecuación por гъ y sumando, obtenemos 


nes р 

б «зна (z (к) — р (1D) P (9) = 0 Ур(-)Є®,. (4) 
Sea pe EPa 1<i<n un polinomio tal que p,(t;)=06,,, 1< 
= De T expresión (4) obtenemos 


а sign (2 (11) —P (10) Has sign (2 (ты) — Р (а) Pi (тан) =0, 
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ев Чесїг, 


sign (ri (1) — P (0) = —sign (z (т„н—р(т„ы)) sign Pi (ты); (5) 
pero, como es fácil de entender (de la definición de p; (т, +1)). sign р 
(вы) =(=, e decir, зш (en) Р) = 
= sign (r (Ta) — P (ть)) = sign (£ (Tn a) — P (2 (ъа) =- + -y con 
otras palabras, la función <(-)—p(-), alternándose eu los 
puntos {т,}®1, adopta sus valores máximo y mínimo. 


Suficiencia. Sea que la función z (-) — p (-), alternándose en 
los puntos BSU <... «т, А, >п +i, adopta los valores 
máximo y mínimo. Si admitimos que, para cierto р (+) E;Pn, 


020) =) Шоц, np << (IP (> letto шь» 


resultará que los números p (т,) — р (1,), alternándose, serán ora ne- 
gativos, ora positivos, Pero en este caso la función р (+) — p (+) 
deberá tener>>n ceros. Sin embargo, eso es imposible, уа que р (+) 


) es un polinomio de potencia < л — 1. Hemos obtenido una 
contradicción, de la cual se desprendo lo que queríamos demostrar. 


12.5. Desigualdad de Bernstein 
A cualquier polinomio trigonométrico х (-) de potencia n le corres- 
ponde la desigualdad 
2805) Ма-а. Sa llr (E) По, 


Dicha desigualdad es exacta у la misma se alianza en la función t ~ 
=> A sen (ut Hy). 
< Analicemos el siguiente problema extremal en R° 


hid = 0) — Ñ ка > inf; 


det O 
fi()= máx [24 Y) (тузеп kt- 174, cos kt) |< 1 
tel-n, л] kal 
(tSo лә... лы), 
rl) =. + 3 S, (Fasen kt 4 туу сов kt). (Pr) 


Es un problema de programación convexa, ya que las funciones 
ћ. i = 1, 2 son convexas. Del teorema de Weierstrass, así como de la 
cireunstancia de que el conjunto {т € В+! | f; (т) < 1 es compacio. 
se deduce que la solución del problema (Ре) ех real. Denotémosla por 
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2 => 2 (1). Aplicando el Leorema de Kuhn — Tucker (punto 2.3) (y 
teniendo en cuenta que se cumple la condición de Slater), establece- 
remos el hecho de que existe un número A > 0 con el que la función 
x- £ (z, A): = fa (2) +À (fı (2) — 1) tiene mínimo en г, es de- 
cir, O E 9,£ (х, А). 

Se entiende que A 0. Del teorema de depuración (р 
se deduce que existen s<2n +2 puntos 1,<T¿<. 


entre los cuales | 2 (1,) | = 1 y з números ap .... а„а:>0, 
Ха, = 1 son tales que (semejante caso fue examinado más detallada- 
mente en el punto anterior): 


A Y asiga (1) (1, sign ta, ...‚ созпт)— 
а 


—(0, 1, 2, ..., п, 0, ..., 0) =(0, ..., 0), 
de donde, multiplicando, respectivamente, рог Zo, ..., žan, lle- 
gamos a la igualdad 
2 asign z (1) (с) = — 3 (0) Vz (t) = 


=»+% (т, sen kt 4 Zp+n COS kt). (1) 


Por supuesto que s< 2n, ya que en los puntos 1,2 (ту) el valor do s 


alcanza su máximo y. por lo tanto, 2 (,) = 0, mientras que el poli- 


nomio 2 (+) de potencia n no puede tener más de 2n ceros. Si admiti- 
mos que s< 2n, al valor de (т, 1 le agregaremos el punto cero 
(que, por lo visto, no figura entre {тг}, ya que de lo contrario el va~ 


lor del problema (Pr) sería igual a > (0) = 0, lo cual es absurdo) y, 
probablemente, varios puntos más a fin de obtener un sistema 
(1,3 121 de2n puntos diferentes. Existe el polinomio т (-) de poten- 


cia n cuyos puntos (Ty), son sus ceros. Entonces т (0) +0, ya que 
el cero del polinomio de potencia п con 2n ceros no puede ser múlti- 


ple, Ha resultado una contradicción: рог una parte = (0) 4 0, y por 
otra parte (de la expresión 1) z (0) = 0. Así. s = 2n y, por lo tanto, 
el polinomio 1 — 22 (-) de potencia 2л tiene raíz doble en cada punto 


ту. En esos mismos puntos el polinomio 7? (-) de potencia 2n también 
tiene raíces dobles. Eso significa que los referidos polinomios son 
proporcionales. Igualando los coeficientes superiores llegamos a la 


ecuación 22 (+) = n? (1 — 22 (-)). Integrando esta última obtenemos 
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2 (t) = sen nt. Hemos demostrado que | 2 (0) |< п || z (-Jog=a, лр. 
Supongamos que (7,2) (t) = z (t + т), t EÍ — л, л]. Entonces 


I= 9 9) |а) O lara an= А0 С) ar-a n 


12.6. Problema de excitación de un oscilador 
Examinemos el siguiente problema extremal 
T — inf; z + (1 — tu) z = 0, z (0) = 6, 2(0) = En 
22 (7) +È (T)=1,0<u<1 0< e< 1). 


Aclaremos su contenido físico. La ecuación z —s (t)z = 0 es, en 
realidad, la ecuación de un oscilador armónico de rigidez variable 
s (+). En nuestro caso la rigidez puede variar dentro de los límites de 
1—e<s()<1. En estado no excitado, cuando и = 0, la energía 


del oscilador es igual a E + 2/2. Por consiguiente, el problema con- 
siste en establecer una ley de variación (excitación) tal de la rigidez 
del oscilador, con la que, después de suprimir dicha excitación, la 
energía del oscilador alcance un valor dado en el menor tiempo po- 
sible. 

Denotando т = д1, 2 = 2, llegamos a la siguiente formaliza- 
ción: 

T — inf; 31 = za, = ( —1 — еш) 2 
д (0) = En 73 (0) = En 23 (7) +2, (7) = 1, 
0<ugi. 

Escribimos la función de Lagrange: 


т 
LAT + | (Piit) ра 00и) а) d+ 
y 


+E (Т) +21 (7) + рах (0) + pata (0). 


Condiciones necesarias: 


a) ecuaciones de Euler: р, = (1 — eu) Pa, Pa = —р; 

b) transversalidad en 2: р, (7) = — pz, (7), pa (T) = — ил, 
(7), р, (0) = hns Pa (0) = pri 

c) optimidad еп u: 


máx pa (t) Zs (t)u = Pa (2) z1 (1) u (t); 
04261 


d) estacionaridad en 7:0 = А, + p (а (Т) А (T) +2, (Г) 
<= % = — ера (T) z, (7) u (Т). 
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De la condición с) se deduce que 
и І ‚ si pa(t)z()>0, 
WSL o, si pal) z (0 <0. 


Así pues, la conmutación puede ocurrir en los momentos cuando 
æ = z o cuando р = р, alcancen los ejes verticales de los planos fá- 


sicos (z, 2) у (р, р). 
Dela condición a) se deduce que т y p satisfacen una misma ecua- 
ción: 


y+(0—e)y=0 (1) 
y, además, 

p (T) = — pz, (Т), p (Т) = рз (Т). e) 
Por supuesto que p =% 0, ya que, de lo contrario, р = 0 = p, = 
== 0 => А = ja = р, = 0 será una contradicción (puesto que todos 
los factores do Lagrange no pueden reducirse simultáneamente a ce- 
10). Además, и (Т — 0) = 1, ya que, de lo contrario, la energía пе- 
cesaria se conseguiría en un tiempo inferior a 7 (recordemos que cuan- 

do u = 0 la energía no varía). 
Para precisar el asunto examinemos el caso de p >0 y Ay >0. 


Entonces, podemos suponer que p = 1. El punto (z (7), 2 (7)) se 
encuentra, por consiguiente, en la segunda o en la cuarta parte del 
plano fásico. Para aclarar mejor la cuestión estimemos que en la 
cuarta parte del plano tenemos z(7)=cosa, 2 (Т) = sen œ, 
—1/2<a<0. Entonces, en virtud de (1) y (2) y de la igualdad 
н = 1, obtenemos р (Т) =-—z(T) = соз (a — 2/2), р (Т) = 
= z (T) = sen (а — д/2). Рог lo tanto, el vector (р (7), р (Т)) se 
halla virado respecto al vector (z (T), z (T) a un ángulo de 1/2 en 
dirección contraría a las agujas del reloj. Por último, señalemos que 
рага u = 0 los puntos (z, г) y (р, p) se mueven en el plano fásico des- 
cribiendo circunferencias y, en estado excitado, describiendo elip- 
ses 22 + 2/1 — e) = a, y en ambos casos ellos se mueven en senti- 
do de las agujas del reloj. 

Ahora resolvamos el problema comenzando por el final y, ade- 
más, mentalmente dejemos el sistema en estado excitado para un 
tiempo algo más prolongado después del momento 7 hasta que z 
so reduzca a cero. Designemos por 7 ese momento. El punto (z (7), 
z (T)) se halla dispuesto en el eje vertical. Supongamos que en el 
momento 7 el vector (р (7), p (Т) ha ocupado la posición р (T) = 

= р соз ө, р (Т) =p sen o, w = o (a). Posteriormente calcula- 
remos о (a) y resultará que о (а) >0. Ahora nos moveremos en 
«dirección contraria». Al principio nuestro oscilador resultará exci- 
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tado y los puntos (аг, 2), (р, р) se moverán describiendo elipses. El vec- 
tor (р, р) alcanzará primero el eje vertical y en ese momento el pun- 
to (т, 2) formará con el eje z un ángulo igual a — о (a). En ese mis- 
mo instante se electuará la última conmutación e inmediatamente 
después de ella (si el movimiento se realiza en sentido contrario) la 
rigidez resultará igual a la unidad y ambos vectores realizarán movi- 
ito circular, Al seguir moviéndose en dirección contraria а las 


agujas del reloj, el vector (г, 2) alcanzará primero el eje vertical y en 
ese momento se efectuará la penúltima conmutación, А su vez, en 


ese mismo momento el vector (p, p) formará con el eje horizontal un 
ángulo igual а — w (a) 4-я, ele. 

Por consiguiente, siempre que la trayectoria fásica atraviese el 
cje vertical, la rigidez variará de 1 — e a 1, y cuando dicha trayocto- 


ria atraviese la recta т = — tg w (а) z, la rigidez variará de 1 a 
1 — e. Sólo queda calcular ө (а). Cerca del punto t = 7 la función 
x (+) tiene el siguiente aspecto: 


x (1) =Acon(V T=e(t—T)— ү), 


de donde, utilizando las igualdades z (7) = cos а, т (T) == son œ, 


obtenemos: 


А esp Ха, cosy= SE, 
"== AV ыш: 


Análogamente, cerca del punto £ = 7 la función р (-) tiene el aspec- 
to siguiente: 


рй) =Bcos (Y IE (1—7)+8), 


El momento т de la última conmutación se deduce de la siguiente con- 
dición: 


р) =0, p¿(1>0=>VI=ZE(1—T)46= —л/2 => (т) = 


ob E 


=Asen 0-8 
200) =4 Vos = На — рч 
у, рог consiguiente, 
що(а)= —. чө = —esena cosa. 


Aquí finaliza la construcción del cuadro fásico. 
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El referido problema fue examinado en el artículo de Yu. G. Ev- 

tushenko «Cálculo aproximado de problemas de control óptimo». 

PMM, 34, £ (1970), págs. 95—104; vénse también [14], págs. 435— 
9. 


12.7. Reducción de la forma cuadrática 
a los ejes principales 


Supongamos que Л = (а,)", з; es una matriz simétrica 


(ау= ан) y que Q(2)= 2 етиу 04, a) 
es Ja forma cuadrática correspondiente a esa matriz. 
Teorema. En el espacio R” eziste una base ortonormalizada |... 
«+ Jn en la que la forma cuadrática Q admite la representación 


Q= мба, Л) 
а 


En la baso /,, . . -, fa la matriz de forma Q es diagonal. Las di- 
recciones de los vectores /, se llaman ejes principales de forma Q, 
mientras que el paso a la base f; se denomina reducción de la forma a 


los ejes principales. 
4 Ау Examinemos el primer problema extremal: 
Q (2) = (Ax, г) sup; (r, z) = 1. (Pr) 


La solución 2 = f, del problema (Pr,) existe en virtud del teo- 
rema de Weierstrass, ya que la esfera 5 = {x € R” || z| = 1) = 
= (z €R" | (2,2) = 1} es un compacto en R", y la función 
Q (x) es continua. En este caso (/,, /,) = 1 y la función de Lagrange 
del problema (Pr,) tendrá el siguiente aspecto: 


{=M (Ал, r) +h (шул) —1). 


La condición de extremo necesaria es, en realidad, la condición 
de estacionaridad 


£,=05 — МА} + =0. 

Si hy = 0, entonces A, + 0 (ya que no todos los factores de La- 
grange son ceros) y de la condición de estacionaridad obtendremos 
fı =0, lo cual contradice la condición (f,, f1) = 4. Por lo tanto, 
Aa 5 0. Supongamos que Ӯ, En este caso, de la condición de 
estacionaridad se deduce que Af, = Mf}, es decir, f, es un vector pro- 
pio de la matriz А y Q (fi) = (Af Ji) = Mm fehi). 

B) Seguidamente. procedemos del siguiente modo. Examinemos 
el segundo problema extremal 


Q (z) = (Az, г) — sup; (z, т) = 1, (z, fi) = 0. (Pr) 


La solución = = f, del problema (Pr) existe en virtud del teo- 
rema de Weierstrass, ya que el conjunto B П Z, es compacto (Г, = 
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= {z € R" | (z, fi) = 0). Además, (/,, /„) = 1, (a fi) = 0. La 
función de Lagrange del problema (Pr,) es £ =—Ay (Az, z) + 
+A б) —1) + 2p (2, fi). 


condición de extremo necesaria es la condición de estacionari- 


dad 
L,=0 > МА Hafa pi =0- 

Multiplicando escalarmente por /, la última igualdad, obtenemos 
B = Ao Ala fi) =% Ya Afa 

= мА fn fi) =0. 

El hecho de que Ay 5£ 0 ahora también podrá ser demostrado igual 

que en el primer problema. Supongamos que Ay = 1. En este caso, 

tomando en consideración igualdad u = 0, de la condición de esta- 

cionaridad se deducirá Aafa, es decir, f, es un vector pro- 


А], 
pio de la matriz А y Q (f) = (Afr Ja) = ha Ya fa) 
C) Después, examinando el tercer problema 


Q (z) = (Аг, 2) > sup; (z, z) = 1, (2, fi) = 0, 
AA (Pra) 


logamente, 
vectores 


obtendremos el tercer vector propio fs y, procediendo al 

llegaremos а la base ortonormalizada {/,} „з de los prop 

de la matriz А con sus propios números (A;) fate 
Entonces 


А P 
z= X Аг У мба, 000) 04а, = 


= Же, 1005 E л м, 10. > 
E 2 = 


Problemas 


blemas 1—10 es necesario examinar las aplicaciones sobre 1а 
diferencia sl idad segón Frechet y hallar las derivadas en el caso de dicha 


diferenciabil 
TEY, jea y son espacios normalizados, A € $ (X, Y). 
2.1: Ri RE f (а, г) = (а, za, 1d 20,2 = 1,2), 
H ез el espacio de Hilbert еп los problemas 3—5. 
3. f: H> В, f(z) = (а, 2). 
4. атпа VA. 
OA TA 


б ж. 00, 1) В, yt) = | Pd 


, 
т.3400, 1) R, 0) = ($ ә 0а)? 


сц, Ши pa 2 (0). 


-— 11 (1 
ПИКЕТ 


Eu hs АЦ 12 señalar los а Y dond las funciones: Вз R 
no E diferenciables según Frechet. 
и 0 ва ial 


12. 302 = У |211. 


En Jos probi femas 13—49 hallar la norma de la funcional lineal continua z* 
en el espacio 
A 


13. Х = Сө, 1D), (2%, 200) = (=0 sena a (5). 
Ц 


‚ 
14. X = C (10, 1р, (°, (0) = — (+ { 20а 
аА 
А 


ЕА нена 2 (0) dt — 4r (0). 


16. X = lp (2°, sena + 24 + 
xk © 9 йй RE A 
Рта" 
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і 
18, X= ж, 00, UD, (2%, ze»=f тй sen xt dt, 
3 
А f 


19. X = #410, 1), (2°, 2()) = $ а=-1{ ҮЛ 


la 
r T= (д, 2; AAI? 
шша м 2 тма 


Deed heh Aem le a 
En los problodias 21—25 


conjunto M en el punto È 
21, eM = ш, АЕ 0), 


(0,1), T,M, ТАМ =? 


22, eM = (ien 7) ERN Ёнг} +61). 


(0,0), т.м, т.м =? 
23. «М = (а, 201121628), F = (0, 0), т.м-? 


2 дет, rm? 


24. eM = {x (-) € C (10, 1) { sen z () dt = -F 
} E 


25. ¿M = (r (°) €C 0,1] sen z (0) = cos z (1) = 0}: = /2, T, M= 


=? 


26. М es un conjunto de números racionales, «Т.М =? 

- З, 1 2-0, TiM=? 
2. м fe „+ тез}? 2-0, тім 
ж. м G0, t о рер 260,7. 
29. ay +r у, 20/y — extr, 
30. 2 — Мм эми, 
B. зау + у 2 fy- extr. 
Еран ЧН 
33. 31,1, — zir, — 1,1] oxtr, 
E! 
рат аца сй = 1, 
36. zyz extr: z+ y He = 0, atd yt а 


3. 2, zi extr; 


38. 274 2r, + Ar, — "bry өкі; 8z, — Bra 4 32,6 40, 27, — 21 + 
tarinat 


2 > 0. 

А. d Fr Fo da —Á Ii al, 

42. 12 -+ yl + 2máx (z, y) int. 

43. з-у 42 У аў — (y — int. 

44. e бурае ++ у—1]—їШ (a > 

45. Hallar la distancia desdo el punto (E. Es $a) hasta el cono г> 
> ү а. 

Аа агана ыйа а triángulo con la máxima suma de los 

cuadrados de los lados, ponderada con los man positivos. 

47. En cada uno de los lados de un tri: dado hallar un lenda tal que 
аа formado longa аса Деца winimo (problema МД 

48. Hallar en el plano un punto tal que la suma de las distancias в а 
hasta tres puntos dados sea la distancia mínima (problema de Steiner). 
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49, Hallar el valor mínimo de la función lineal en el espacio 2, situado en 
la frontera de un elipsoide cuyas longitudes de sus ejes tienden monótonamente 
а cero. ¿Tendrá una normal cualquier punto de la frontera del elipsoide, es decir, 
podrá el mismo servir de punto extremo de la funcional lineal? 

50, Dividir el número 8 en dos partes, de tal modo que el producto de su 
multiplicació por la diferencia sea el producto máximo (problema de Tarta: 

ja). 
PU. Hallar el triángulo rectángulo de mayor irs, si la suma do las longi- 
tudes de sus catetos es igual a un número dado (problema de Fermat) (en 1i 
Fermat ilustró, valiéndose de ese problema, su método de obtención de mínimos, 
conocido con el nombre do teorema de Fermat). 

52. En el lado BC del triángulo ABC hallar un punto E, de tal modo que el 
[eralologramo ADEF: cayos puntos D y Fes encuentran po tivamente en los 

lados AB y АС, tonga el área más grande (problema de Euclides). (Bs el único 
roblema de extremo examinado en los «Elementos» de Euclidos.) 

53. Problema del polinomio de Legendre de segundo orden: 


1 
{ за) de int. 
y 


54, Entre todas las magnitudes discretas aleatorias capaces de adoptar n 
valores, hallar el valor aleatorio de máxima entropía. (Entropía del conjunto 
de números positivos Py. - Рп cuya suma es igual a la unidad, so denomina 
el número 


н=-} p һә). 
= 


55. Entre los cilindros апөсгїїоз en упа esfera de radio unidad hallar el 
cilindro de mayor volumen (problema de Kepler). (Ese problema fue planteado 
y resuelto geométricamente por Kepler en «Estercometría de Jos toneles de 
vino» en el año 1615.) 4 

56. En Ja esfera unidad del espacio R" inscribir el cilindro de mayor volu- 
men* (problem generalizado de Kepler) 

57. En ln esfera unidad del espacio R" inscribir el cono de mayor volumen 

58, Entre todos los n-angulares de Jess determinado hallar el n- 
angular de mayor área (problema de Zenodor). 

59. En un círculo Inscribir un triángulo cuya suma de los cuadrados de 
sus lados sea máxima. 

60. Tenemos un ángulo y un punto dentro de él. Trazar por ese punto un 
segmento cuyos extremos se hallen en los lados del ángulo, de tal modo que ol 
triángulo obtenido, tenga un área wóxima. 

i. En el problema 60 minimizar el perímetro del triá 

62. Hallar el área máxima de un cuadrilátero de la 

63, Entre los segmentos esféricos que tienen una superfi 
determinada, hallar el segmento de máximo volumen (problema de Arquíme 

64. En una recta dada hallar un punto С tal que la suma de las distancias 
desde Č hasta los puntos A y В sea minima (problema de Неги 

65. Entre los los tetraedros de base y altura determini 
totraedro de superficie lateral mínima. 

66. Entre todos los tetraedros que tienen una superficie de área determina- 
da, hallar el tetraedro de volumen máximo. 


* En los problemas 56 y 57 son posibles di 
nadas con diversas concepciones de los términos 
caso, de aquí en adelante un cilindro en R? significará el producto de una esfera 
(а — 4)-dimensiopal por un segmento ortogonal; mientras que un cono en R" 
significará la envoltura convexa de una esfera m (л — U-dimensional y su 
segmento ortogonal. 


s hallar е1 


intas formalizaciones relacio- 
ilindro» y scono», En nuestro 
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67. En el plano se dan tres 
la suma de los cuadrados de las 


mus +, my. Hall 
de los cuadrados de 
69. Resolver el 
ca a una esfera unidad. 
70. Resolver el problema 68 a condición de que el punto buscado х, se 
encuentro en una esfera unidad 
т. ш Hallar 
fe: 


74. Hallar la distancia desde un punto en el espacio R” hasta una recta, 
75. Haller el mínimo de la funcional lineal 


цә-Ў а 


ЕП 


en una esfera unidad. 
76. En la elipse 22/а? + y3/bt = 1 inscribir ua rectángulo de área máxima 
y cuyos lados sean paralelos a los ejes de coordenadas. ў 

Еп los problemas 77—79 comprobar зі ез fintto el valor numérico del pro- 

blema y estudiar los puntos dados con arreglo a su optimidad. 

77. z, + за 4 тас sup: 
2 фз hd, 
= 2-2 =— 
1120 (=1,2,3, 2, 

78. 21 + bz, — 723-5 sup; 
22 —2 + 1ф,= 2, 
21 — 2r, + 10гу= 0, 
n>01=4,2,3,2=(2,1.0). 

т. п 3. зу е елар 

алаф, 82 md, 
nta тэт +з, 
ntn trst Sn — zs 
РРА БАГУ 
ж = (1,4, 1,0, 0: 
2z, + 2,4 dra + Szy — sup; 
de q Bi, + ra F 25,9 30, 
dz, F 2ra + rat 08,640, 
КЫ: 


2120,1 зне б д Я 
Resolver los problemas de ción lineal 81—85 recurriendo al méto- 
do simplex y utilizando el punto dado ту en calidad de punto extromo inicial, 
Bl, д — 22 + 23 sup; 
ас, — у= —1, 
> 0, х= f, 2, 3, z, = (1, 1, 0). 
82. 2z, + ta + 3294 т,— зир; 
n F ды 5820 4, 
A—% 21, 


80. 


E Tz 4 92, = 19, 
ан 2. 
ЕР ПАН 
2 =(0,0,1,2, 
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89, 


эз. 


95. 


hd a 


32, + za 47 223+. 


+ =4, 
++ 7, у= (1, 0, 0,1,0, 1, 3) 


z 
{ zsent ает, 151 <1, zE. 


% 

М 

|= z054 
1 

{ааз (0 next 20)=0. 

Д 

т 

[Atenas =(0)=0, T+z(M)41=0. 
T 


f Patextr; z(0)=0, (1—1) (1) +2=0. 
y 


т 


( ий—еш; 111, x(0)=0, (1) =8. 
з 


1 
aeur; |12, | $ 
з 


йог r(0)=0, z(T)=} 


(20) еа =(0)=0, ғ (3 =E 
(229) di extr; 2 (0)=0, z (Т) 


сов dt extr; x(0)=0, z()=2. 


oun eun oen! emni 


499 


т 


98. anta z(T)=t. 


т) 
99. {| coszar-+extr; =(0)=0, =(74) 


100, {аен 00,0706. 


104, | (94-50) de -»extr; x(0)=0, z(T)=3. 
s 
102, { Заа оит; z (0)=0, z(=}. 
т 
109. (22-229) de» extr: z (0)=0, (Т) =0 
è 
(examinar la extremal admisible 2 (£) = 0 con arreglo a su extremo). 
t 
ш. | (hito + 202) de extr; 20) 0, 
è 


ж (1) = 0 (examinar la extremal admisible 2 (0 = 0 con arreglo а su extremo). 
T 


105. (загнет, рТ), z0) 0. 


т 
106. (2) dt extr; 200) 


(аем (=T. 


(22) dl + extr: =(0)=0, 2 (7)=E 


(242) de extr; (0)=0, z (T)= 7. 


110, È (22 dt+extr; z(0)=0. 


ин. È (2 dtextr; z 


(тд=0. 


3 
AA аа аа A 


“2. 


из, 


116. 


из. 


116, 


“т. 


119. 


2. 


122 


т, 
Corer 1151, z020. 
H 


т, 


{ Gadi extr 12151, 20) =x(T)=0 


ЖЫ 


Pdter, 
ай-е; 
Paen 
Pd ext, 
Hdt- extr; 
Ade extr; 


2 dt- extr; 


m 


аек 


Pals extr: 


Pdo ех 


аас олн SS И? РНР е 


сыш эша SAA а аач ак суз эзе эзше orena A 


(@—з)й—ехїг; 121 <1, :(0=0. 
(22) 2t+extr, 121 <1, 2(0)=0, 2(7)=0. 


(922) e?! dt extr; z (0)=0, x(1)=e. 


zdt=4, :(0)=0. 


adi=1, 20) =20)=0. 


tedt=0, 2 (0) 1. 


ч 
е 
П 


y 
{ аео, 20)=1 
і 


24-4, z(0)= 


за aas. 

zsentdr=1, 2 (0)=0. 

zsentdi=1, x(0)=x(2)=0. 

кой = È { зага 2, 20)=0. 
3 


zé di=1, z(0)=0. 


201 


padoan | easi, 201, 00. 


чай. 


(+) d+ 22 (0) lz (e— 1] extr. 
15% dt— 2z (1) +21 (2) extr. 
(139422) dt —» extr; z(1)=0. 
(139422) dt —extr; т(1) =z (0) =0. 


(140) idt extr; z(0)=0, 2(1)=1 


ө one atea nins etn on? Pt 


Ё 


nadt extr; т(1) 3, z(2)=1. 
(11) 38 de — extr; 2(2)=0, (8) =4 


(12224 1221) dt- extr; z(0)=0, 2(1)=4 (ejemplo de Hilbert) 


(54322) et dt extr; 2 (0) =1, 2 (1) 


(ta) de—2 (1) а — extr. 
488, | (242%) dt faz (т) — extr. 


139. | 22 (1742) dt 432% (1) 2" (e)— áz (e) ~ extr. 


ES 
A A атре ааа ааа шшде ы 


En los problemas de Boltz 140—142 hallar las extremalos admisibles 


3 
140. 5 айза di 424 (0) —8z (3) — extr. 
j 


їй. | R dtia) + extr, 


442. | etet (¿24 223) di +22 (1) (z (0) 41) — extr. 


463. | шй — extr; z(0)=1, 20) У. 


1 


164. | Ea өш 0m1, «({)=+з- 


445, | дй + extr; 7(0)=0, =(1)=104. 


(4224123) de + extr; z(0)= (1) =0. 


(0—2ed 4209) de — extr; а (04. 


(284224 ázsht) dt —> extr; 2 (0)=0. 


A “ылы. аан AA 


149. f (24204 алон) dt — extr; z (0)= 


150. И (224-29) dia (1) — extr; з (0)= 1. 
è 
т 


151. ( (894628) dt — extr; 2 (0)= 0, 2(7)= 4. 
% 


En los problemas 152—153 hallar las extremales admisibles. 


т . 
452. ў (824-29) de — еки; 2 (797-10. 
* 


463. | (2423) dt — extr; 2 (0)=0, Т--т (7)4-1=0. 


2 


154 | crtana oa (F) — еш. 


оса oa o 


161. 


102, 


163. 


167. 


À $ (242) dt > extr; |2101, 2070) 


a LAR OL а iy ss 


A ай ы Си өн 


т 
З ў (284-22) dt — extr; z (T) =Ẹ 
è 


т 
E 1} 94-29) de + estr; а (T)=}. 


з 
то 


(242) de ех; 121641, 207) 


(2420 dt — extr; 20) =0, а(Т)=%. 
(242%) dt — extr; 2 (0) =0, «(Т=}). 


(+r) de — extr; 121 <1, 2(0)=0, z (7) =$. 
. 
(Eat) de + extr; 12 11, 2(0)=0, 2(7)=5. 


: 
(кеуш enn | reta ЖЕ, 2090, sme 


о 


(22—28) de — extr; 2 (0)=1. 


(a) dt > extr; 121<1, 2(0)=0. 


(2) dt — extr; x(0)=0, + (5) 


2 


y ы ГЩ 
(02—28) de -> extr; | 511, 200). ($ 


(Pa di + extr; 121 < 1, 2(0)=0. 


(22) dt > extr; 121 <1, z(0)=x(7)=0. 


ато. | езе) dt — екш z (F)=0. 


+ 


(229 4z sen t) dt — extr; =(0)=0, 2 (T)=E. 


ат. | (—zt44zcost) dt — extr; z(0)= 

112. 

173. | (2-2) dt — extr; f zcostdt=1, z(0)==(1)=0. 
1 


474, Е {== 


E 
y 
3 


| А 
frams framo 
і 


175. | 2100 — extr; 
Й 

176. È rat > extr; f аа, т(0):=0. 
? r 

ап. | ea on | aac, 0) 200 
š 

ane. Y VEZ a „мы; уша. 

17. те extr; z (0) =z (1)=1 (2> 0). 


sjal 


dt —- extr; z(0)=1, 27а (Т) =2 (220). 


е 
5, 


de — ettr; 2 00) 4, 7207) 


= 


TED dt — extr; 2 00)=0, Tiz(7)=1 


1 
{ Иа ,20)=0 


о 


7 
* 
4 
E 


SAO A AA A AAA AA анылу са заа 


т, To 
184. (P) ( 20 — extr [| Их+аш=,(—Тд=:(Т0=0 (pro 

blema де Гласај? 9 
25 


To 
f$ «Къа a > enr 


> 
| VIFA amt, ато туо. 
En 


To 
186. f aV IFR а — entr; тә. 


To 
187. { a VIES dt» ех; =( == (Т) =] (problema de la ті- 


nima superficie de rotación). 


de pel, 


dt — extr; (и) =з, 2(1)==,, («>0, 220) (pro- 


blema de Ta braquístocrona). 


вө. ў УАК + а int; (9 =0, (т). 
ИР 

ию. (Ear өш а 02,604. 
è 


з. y СНА) а — extr; а (0) @=0, 2 Et, 


Й i y 
102. (аон: ( nas| na =0, a (O=2+(0=0, z (Uat, 
з 
‚ 


2.0)=2. d 


ad=, =,(0)=x, (1)=0; { nd=0, 
0) 


о a 


193. | уй + extr; 
è 


вно, э) 


(ra еу) й+к (0) za (1)+z, (1) za (0) ~ extr, 
1 


195. (rta) dt > extr; {дао 2,(0)==,(0)=0, z(=, 
П 


(824628) extr; гу——уг=1, 2(0=0, z()=sn1, y(0=t, 


1 
| 

2,()= — A 
196, | 


00) = соз 
206 


ñ В 
эт. | (EFE ыл) а it, = 
è 
т 


т 
199. (Р) | үсе — inl; 220, z(0)=0, :(Т)=$ (problema aerodiná- 
+2 
mico de Newton). 


Hdt > extr, =(1)=2(0)=0, 2()=4. 


A A A A, PA 


Hdt + entr; 2(0)=2 (1) =0, 2 


За + ели; :@=г@=0, z(=. 


$ 


Dt -> extr; (0) =z()=0, #@= —1, (1) =1, 
(5482) dt — екш; z ()=2(1)=0. 

205, | (3482) dt > extr; 20) =2(0) == (1)=0. 
(Bag dt extr; 20) = 0) =z ()=5()=0. 
ей > extr; (@=0, 2(@)=1, z(1)=e, 20) 26 


208. | sidt — extr; =(1)=0, (1) =1, те) =2. 


$ 


18а > ettn =(1)=0, ¿()=4, 2()=e, ¿(922. 
210, | (40) 26а — extr; =(8)=0, ¿()=1, 2006 ¿()=2. 


27 


2и. | азза extr; 2(1)=0, =(1)=1, z (e) 


из. | еш — ехш (0=0, (00-04, б=т. 


ада — епк (0=1, 10) 4, 9-0. 


мз. + 


„мө мыз» 


24. {(т—%й — extr; 2 (0) 1 


245. | (z-z) dt — extr; (0) =1, 2(0)=0 


(22) dt — extr; 2 (0) 90, т (1) = єй 1, 2 (1) =ch 14-га Н. 


(Ea) de — extr; (0) =5(0)=0, + (1) = (1), ж (1) = ch (1) + 


Sia a is ia 


a 


(Ed) atea (0) — extr 


2 
= Е 
ка ај 


Era) охо ($) =! 


(palate an (0) — extr; z (5) =. = (%) pl 


E 
од 2 


Epa (0) — ехш: z (5) оо, # (7) 


8 
a 
2 
ў 
x 


)#й — extr; z (0)=1. 


8 


ouma ean oten a 


Sidt — екш; 2()=1, #0 = —1, z095, io=-4. 


224. | (2+) й — extr, 20) = (0)=0, 2 (09 =0 п. 


225. 


2м. 


g 


eun- оао LAO on ia otea e oia os 


Ma 14-695 


а cial o onè oi Sumi omaa 


(2442) di + extr; z (0) = :(0)== (я) = 0, т(л)=зһл. 


22) de — extr; x(0)=4. 


(32) dt > extr; (0) =1. 


(BA) dt — extr; 2(0)=0, z (F) а 


(Bd ели; 10) =, 5 (5) = 


(30—28) + extr; 20) =2 (1) 0, т(л)= 1, 


(aya extr; ($) 1,7085 ($) 0. 


T 


а ex (E), =0==0=5()=0. 


(221) dt > extr; z (0) == (я) =0, 2(0)=4, 2(л)= —1. 


я: 


Ha) de + extr; x(0)=0, 2 (0) = аһ, 200) =. 
(2420) dt — extr; 2 (0) 1: 100) =0, x(1)=cht, 20) аһ. 


idt ех; 0100, z (FP) =1. 


adt extr; 00) (F) =0, = (F) =1. 
єй extr; [21 <2, 2(0)+7(2)=0, 1(0)=0. 


жй — extr; {1 <2, r(0)-+7()=0, (0)-Е:(1)=0. 
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245. 


246. 


м1. 


249. 


Sara 


. T= inf; —1<3<3, 2(0)=1, 2(0)= 2 (7)=0, x(7) 
4 


SA A omn сан otan oran io is ons oen: 


тй — inf; [21 <2, =(0)=2(0)=2(2)=0. 


zdt extr; 21452, 210)42(4)=0, (02 (9=0. 


Tin [21 <2, (0), z(= —1, =(—)=3(1)=0. 


dt oxir; [21 <2, =(0)==(4)=0 

тй —ехи; [21 <2, 2(0)=2(4)=x(4)=0. 

#й extr; {#1&2, 20) 10) 62 (8) =x(4)=0. 

[él dt — лыр 2>—2, 2(0)=0, 12) =—1, 2()=-—2. 
йй — inf; т> 6, 7(0)=25(0)=0, 2(2)=17. 


2d inf; |] <1, =(0=3(0)=0, (== 


тй extr; | zdi=1, =(0)=0. 


zdt=4, z(1)=7(0)=0. 


dt = extr; 


zdt=1, z(0)=5(0)=2(1)=0. 


йй extr; | zdt=4, x(0)=5(0)==(0=x(9=0. 


orme oum оа otme 


dr=1, 2(0)=20)=0, 2(7)=1. 


йй=1, =(0)=3(0)=2(7)=0, =(1)=1. 


П 
256. 20) - extr; { Зай=4, 20)=2 (0) =2()=0. 
? 


T di — extr; т (0) = (0) = 200), z(1)=14. 


adt extr; 2(0)=2(0)=2(0)=0, z(1)=1. 


П 
5 
1 
| 
i . 

259. $ айй > extr; 2(0)=2(0) = (0) = 2(1)=0, z(1) 
Н . Я .. 
\ di — extr; а (0)=3(0)=7(0)=2 (1) =7(1)=0, 2(0=1. 


Respuestas, indicaciones y soluciones 


Con arreglo a la introducción. 1. (ry, гд) = x} — 23 + 2е7*%, 2. у (г) = 
= sen 74 З. f (тү, za) = (2, — 28) (2, -— дг). 
4. Ño. Analizar la función 


O [e ). 2+0, 
-0, z=0 


Con arreglo al punto 1.4. 1. La función Y proporciona la norma pura los 

siguientes res de los parámetros: a) р> ‚ €) апага — ай ҹ 0; 

d) аң > 0, аца,» — аў, > Ô. 2. La equivalencia de las normas se deduce de la 

desigualdad | 21 œ < 17 1< УЗ zil œ. 4. Es preciso suponer que || z (| = 

= inf {> 01 z/t € В ). 7. Por ejemplo, el espacio de funciones continuas en 
Y 


п 
el segmento 10, 41 con la norma 1 ғ (5) 1 = (Í ео ae) es unespacionor- 
y 


malizado pero no banachiano. 
9. No, ya que la funcional no está acotado. 


б. a) нарах (Чеш... ЕШ); ы lei (2)? (2), 
#112). | 


11. Es necesario tomar, por ejemplo, Ja envoltura lineal де las funciones 
h (H) = sen 2at, fa (1) = cos 2at. Entonces Ilzi, (5) + Tefa (5) li C (0, 1) = 


12. a) (+ 1.18020; b) Inl iyah; с) (Тие Пра 19), 1/p + 1/951; 


b ац аа 

d) (by? bisrat bayt), donde В. ад, A=: e 
) Фий+ 20d as (м ba) аш) 

Con arreglo al punto 1.2. 1. (2) = z, —1.1),2. X =R, / (z) = 
= arctg z, 

Кын юш, i i í 7 

. Una esfera unidad en el espacio 1, (y en genera! en cualquier espacio 
de dimensión infinita). ә: 

6. Es necesario, por ejemplo, inscribir en la esfera unidad del espacio ly 
un número infinito В (z,, р), n> 1 de esferas de radio fijo p que по se interse. 
quen, y suponer que 


(14/10) (12—Zn I —p), =Є (2, р), 


121—1, иен 1, 
~] 
0, ер los demás casos. 
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En este caso la cota inferior de la funcional f es igual a — p pero olla no se 
alcanza en ningún punto, 


Й 
7. X=C(—1, 10, t=f{z0) { = signrai=0), (0—1. 
А 


8. Se puede examinar, por ejemplo, la funcional ? (z, y) = 7 + y. 

Con arreglo al punto 1.3. 1. /: R— R, у (2) = гат, 2 0.2.7: К 
+ R, 1 (a) = | z 1. 2 = O (6f (2, h) no existe cuando 2 = 0). 3. /: йз-> R on 
las coordenadas polares г 'z4) = (r cos q, r sen q) está determinada por la 


igualdad / (2) = r cos Зе, т = 0 (para һ = (r соз q, г sen q) / (2, A) = r cos 39 
еп una función no lineal en А). 


[had а>, 
AMR 90 a demás casos, 


F= (0, 0). Ó/(2, h) = 0 Yh € А? = 7.00) = 0. La derivada do Frechet no 


existe en el punto >, ya que la función / no es continua en ese punto (do la dil 
renciabilidad de dicha función, según Frechet, se deduco su Continuidad еп el 


punto 2). 
5. RR нд={ 


29, z os racional, = 
0, тез irracional 


Por consiguiente, la dorivada de Frechet /' (z) ~ 0. La función en cero no es 
estrictamente diferencíable, o sea, по es continua en cel entorno del cero (de la 
esctricta diferenciabilidad de tal función en un punto se deduce su continuidad 
en cierto entorno de ese punto). 

Con arreglo al punto 1.4. 


0. 


а ф: RR RE, Ф (т, za) — (rf. т. 


"пей, 20, 
, en los demás casos. 


1 

Yin p= { 
La función Ф es diferenciable según Frechet en el punto (0. 0) (е incluso estricta- 
mente); y y es diferonciablo según Gateaux en el punto (0, 0), pero la función 


1, 2=i21>0, 
0, en los demás casos 


no es diferenciablo según Gateaux on el punto (0, 0) (o incluso en ose punto 
ella no tiene derivadas en las direcciones В = (4, 1) y k = (4, 1) 

2. Sea f: R— Rê, f(x) = (son z, — cos z). En este caso f ФМ >л 
{os x, sen a), Por otra parto, (2л) — / (0) = 0 эк (c) [2л — 0] = 2n (cos c, 
sen e), es decir, la fórmula de incrementos no tiene lugar. 

Сов arreglo al punto 3.5.5. а) a> 0; b) a> 0, д > O; е Puede sor cualquier 


Па) (рор) 00) = 


número I RAAP) n >O, entes — de> б, o Dién а, = аш = 0, 09190. 
у(шу—1), y>0, 
7. a) rua 0, y=0, 
+o, y< 


b) a< 0= /* (у) = +æ; а= 0 = /* (y) = 6 (b) — c; 


MAR p 1/p+ 1p" 
<i Sru =b; 0 Л 


>05 0000 
; р=1+э[*()}=5[—1, Al: 0<) 
E EE a a = ES 


213 


, 0: = (А-у, y)/4, 
ги, тиде 


>94 ар 
= а " бушл, баата 0 =ә 0) = 600: ЧИЙ = 


en los demás casos donde A=| оп оз 
0804—10), (и, =A (ar, а), А 0, 
гй { 


o, y=0 
+оо, en los demás casos; 


Ds (Паци + aal?) 1/9 7р 4: 


A РД 
ar > E 
+00, en los demás casos. 


9. а) {өзб b) ra E (em e 9 ei 


" MHel—41, 8121, 
а) едо е) е0 еа 0 е Y шг 

30. а) [и tly hi; b) кї кїзї: e) un triángulo con 
ra (Ta On l t Va: 0 MET жа 1 1а 1 1, р + 


тре 

ER {1 Ж р, 

42. а) yI <1; b) ï ПЕД 03 ит 920, i=in 
а a 


d) (0, aj. 

13. (Ве = 19 Є Хе | || хе lge S1) 

14. a) 1-1, tl; b) (ee € С* (10, 1] (г*, z (9) = puz (0/6) — paz (1/2) + 
poz (5/0), H> 0, y pa Ы 

15. mx {r + Үз» r, — VS zp — 22, 

16. (иА)* = "УА зол ia s 

17. De lo desigualdad de Young se deduce inmediatamente, que | t 11/2 < 
</ (as Pr р Tas fonciones conjugadas y partiendo del hecho de que p< 
©з Поролон a la desigualdad opuesta > | тї, de donde 
есем е de 

18. 1 (0 = et, g i 

нер М бын 
Е Sa 

Сой arreglo al punto 11-441. LE 

a un problema de mínimo: — (e, аш Designando — z = 7 obtenemos 


(e Join; 47=-0b,7<0, (Pr) 
adomás, Spr p= — Spr- Hallomos le función S* (b°) conjugada con 


la S-función del problema (Рг) 5 (6) = inf ((e, 2) | Az = — ò, F< 0: 
$* (09) = sup (09, B) — S (6) = sup (0%, b) — int (le, а) 147= 


= 5:50 = арфе, (2 AT — 6,160) = sup (6, AÑ 
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~ ~ 0, —А*%*—с;>0,- 
= (e 1<0)= A9, 9 — с, 2) = 
e Hegoen a а, E 
Hallemos la segunda función S** (b) conjugada con la función 5: 


5. (0) = sup (0°, d-re (9, b)1— arrach 


Por consiguiente, S e = — S** (b)= inf {(b, —b*) |—А*%* >с}. 
an, 
Suponiendo que y = — »* obtenemos un problema dual con respecto a (Prean): 


LR in Ату с (rtan) 
2. Reduzcamos el problema de forma normal a un problema de mínimo. 

— (e. =)= inf. Denotando z = — = obtenemos 
(e, z) inf; 420,20, (er) 


еп еме caso $ = — Spre 
Hallemos la función S* (69) conjugada con la S-Tunción 5 (b) = int ((c,2) | — 
А?& 5, 260) dol problema Рг: 


Бе (06) sup (Фе, 695 (0) = sup (0и, )—И (e, 2) —АТ<», 0) 


[е 5 <, 
тео е 


sp sup (б, 0—06, = 
+œ, de otra manera 


EGO bp A 
sup Atb —е, 2), 5* <O, 0, —А*%*—‹ > 0, GO, 
kera +00, de otra manera, 


+00, de otra manera 
Hallemos la segunda función $** (5) conjugada con la función 5: 


59" (b) = sup ((0%, b) — 5% (9%) = sup {00, Ь*) | — А*Ъ* > c, bt < O. 


Por consiguiente, 5, see (у= inf Ф, ot 149) с. 6020. 
Ror, 

Suponiendo que у = — 2% obtenemos un problema dual con respecto a Prnormi 

(, pint; А*у>с, у>0. Pror) 


3. Reduzcamos el problema de forma canónica a un problema do mínimo: 
— (e, 1)— inf. Denotando == — z obtenemos 


@ Éin; Ат=—ь, 


además, Spr op = — Sre Sustituyendo lo 
desigualdades AZ < — b, A3 > — d(<>— АТ< b) obtenemos 


Ay o 
(e, 2) = inf; Ed i). (рг) 
+. 7 


Este último es un problema general de programación lineal, Escribamos рага 
él su problema dual: 
(0—6, b, 0), (из, эз, эў) — sup: 


n 
(AAN) (®)- 
Y 


т, ERM, ENE (b, —у„)-+@, у) — зор; AA асе...) 
Denotando y = y, — Ya оМелешоз А*у уз с. Ha resultado 
el problema 


„ ngo, 1=1,2,3, (Ur) 


Arya с ers 
Pr) 


— (b, y)— sup; 
y su versión equivalente (Spre у == — 5 


(b pini Абу 0, 

la cual es dual con respecto a Progrm: 

4. Realicemos la demostración por reducción al absurdo. Supongamos 

que 1/6) 1 < co para cierto punto s, € И". Bnlonces, en virtud do la convozi- 

lad de la supergráfica de la función /, se deduco que / (2) = — œW z € lso, 2l, 
lo cual contradice el carácter cerrado de la supergráfica do /. 


21 
{24 
4. у 9А (E, ЛИ (véase la solución en (AGT, N". 1.71). 5. /' (9м) 


4. p (= dh. 2. f'G) A= Ah, A= )- з. Ар 202, h) 


AS recnmon=s/ поа. т. PENX 
è 


П ‚ 

x= ({ hoa | EAN OS 
š 

з. PD MEN = 226) a (0). 10. /' at) АС N= A (4) cos F 0). A 

(ella = ау] para ciertos valores de 43). 12. (г = (1. 

Leo Fa) lze. n >0),18,1+2/m, 14. 32. 15. 8 (véase lu solución 

en [AGT N°. 4.30). 16. 1/ V5. 17. УГУЗ. 18. 1V2 (véase la solución en 


1.30). 19. }/$7. 20. Ле: lr 1, Л*у = (0, Yu уь...) у= 
). 21. Т.М = 0), ТУМ =R? 22. T.M = R} XRT: M = 


‚ 
анал, АЗ. 23. (0). 24. Т. = (e(:) ECUO, 101 { z (0 солай = 0) 
A u 


(убава solución en LAGT, N°. 4,491. 26. CECO 1р1 
. R. 27. R, (véase la solución en [AGT, №, 1.52]). 28. (0). 
Elocmán, Smm = о, $ = + о. 30. Sma = — 50, 


@, 8) юеш. М. 5ш„=— =. Smar =E ®, (8, —40) Élocextr 

32. (—2/3, —1/3, 1) €absmin, Smm = — 4/3, Smir = 4 о. 33. (1, DE 
Є locmáx, Smas = + оо, Smin = — оо, 40, бу, (0, 3), (3, 0) € locextr. 34. (1/2, 
4/2) € absuáx, 5 may = 49 Smm ™0 no se alcanza. 35. (1/6, 1/3, 1/2) € locmáx 
(e, о, 1— 9 Cloemáx и> 1 y £<0, (t, 0, 1— 1) Elocmín YO< t< 1, 
Smáx = + 90, Spin = — 9-36. Уб, 1/5 —2VD, AVS, 27б, 
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10, -U1V8, 1/}/8,4/у/бу}єаһвшйа, (476, A/V, 2//б), (—1Гу/®, 
275, б), (2V8, —АГУ/8, —1V E) Enbsmáx, Smax =— Smin = 138). 
37. (0, . . ., 0) € аһешїп, Smin 0, (£ m4, . ‚= Re) € absmáx, Smag = 
= Ул. 38. (—2, 0, 7) € absmín, Smag = + е (г, = (—n, 0, 2n + 3), 39. (0, 
4) € absmín, (1, 0) € absmáx. 40. (0, 4, 0) Eabsmín, S may = + 00, 41. (1, 1) € 
€ absmín. 42. (— 4/2, —1/2) € abemín. 43, at + 1< i= (a, b) € absmín; 
atA (Уа 5, b/a F 9) Є absmin. 44, 0< ax 1/22 (a, 
a) Eabsmín; @;> 1/2 => (1/2, 1/2) € absmín, 45. В= ФУН 0 = 
=> (0, 0, 0) € absmín; B > 0 => (87 У +, В V2 FED, B/ VDE 
€ abomín. 48. Si es posible la construcción doun riéngulo con lados do Jongitud 


тут, Me у тут, у con ángulos a, y a, entre 
Jongllud "mim, mami. mm, у тота, тут, respectivamente, 01 ángulo 
entre los vectores ту y e= (1, 0) (vértices zy, Za, e del triángulo) sorá igual 
ал — о, y ol ángulo entre 2, y e constituirá л — aş. Si dicha construcción es 
posible, entonces 7, = 7, = — ео д = — e, гү = e. 47. Los puntos buscados 
оп un triángulo acutángulo son las bases de las alturas. El triángulo de ү 
meiro minimo en un triángulo rectángulo o са un triángulo obtusángulo se 
degenera en akura tra: 1 lado mayor. 48. Si todos los ángulos del 
triángulo son menores de 120°, la solución del problema será ө] punto dondo to- 
dos los lados del triángulo se ven bajo (punto de Torricelli] 

*, la solución dol 


ciona un mínimo absoluto a la funcional S, 


ta = — ү У) афр, y las norma- 
“ 

les sólo son posibles en el subespacio А-1, donde А : {г )-» (29/04 } (véase la 

solución en [AGT, N°. 4.7]). 50. 4 + 4/Y/3 (véase la solución en [AGT N°. 2.21 D 

51. Un triángulo isósceles. 52. El punto Æ es el contro do [BC] (véaso la solución 


en [ATF, pág. 34)). 53. б — 1/3 €absmín. 54. p= (д, ..., Pn)€ absmáx, 


he. Pa = 1/n, 55. h = 27/3. 56. El radio de la baso es igual а ((n — 
So Ya ST: La. altura del сото es igual a 4-+4/n. 58. Un poligono regular, 
59. Un triángulo regular. 60. La recta buscada posos 1а propiedad do que su 
segmento comprendido entre los lados del ángulo es dividido en dos partes iguales 
por un punto dado (véase [a solución en [AGT, N°. 2.45]). 61, Es preciso trazar 
una circunferencia (de radio mayor de los dos radios posibles) por un punto 
tangente а los lados del ángulo. y trazar después un segmento tangente 8 sosa 
circunferencia (véase la solución en [AGT, N°. 2.461). 62. El área del cuadrilátero 
inscrito en el circulo. 63, El segmento esférico buscado es una semiosfera (véase 
solución) en [АСТ, N° 2.48)). 64. Si los puntos permanecen por distintos lados 
Та recta, ol punto buscado será la intersección de la recta АВ con la recta 
ada. Supongamos que los puntos se encuentran por un lado de la recta. Repre- 
sentemos uno de ellos, por ejemplo, el punto A, simétricamente respecto а la 
recta dada. Obtendremos el punto 4”. La intersección de la recta A'B соп la 
recta dada es precisamente el punto C buscado. 65. El vértice del tetraedro debe 
proyectarse en el centro del círculo inscrito en la base. 66, Un tetraedro regular. 
67. Zo = (д + ту + 25)/3 es el centro de gravedad dol triángulo тугызу. 
агу 
в. һ=( Y те )/ Y, me es el centro де masas, 
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69. Denotemos 2 21 resultará que ъ= 


En 


pero si 12] >1, entonces =4/]2]- 
у н 
(È ~) ту. Si 2-20, en este caso zy tendrá 
a 


70. Denotemos z= 


cualquier valor; pero si 2 5 0 resultará que 2027121. 
71. Solución. Formalización 
h Go za) = (a — ЫЎ da Б) int: 

hp 2) = (a/a)? + (a/a — 10, 

Función de Lagrange 

Ж = М (т — E + (ra — ES? + A (laala)? + (24035, 

Condición necesaria 
7 02-0 Ya af = 0, 

1-1,2. 
Sido = 0 tendremos A + 0, ya que no todos los factores de Lagrange son ceros, 


Por consiguiente, s, pero este punto по se encuentra vn la elipse. 
Supongamos que 2, = 1 => 7; = Faja] + A), í= 1, 2, Introducióndolo on 


la ecuación de 1а elipse obtenemos 


Hai , Ha 
ot ө 


El número de puntos estacionarios del problema (es decir, de puntos corres- 
pondientes a los valores de A que satistacen la ecuación (+)) по ев mayor de cua- 


Pig. 5 Fig. 6 


по (ig. 5) In desigualdad Ф (0) = Eta + EY > 1 muestra que q (A) está герге. 
sentado para el punto ($r, Б.) situado fuera de la elipse. 

Un a elipse es un conjunto cerrado y acotado, Según el teorema do Woiers- 
trass, la solución del problema es real. Para solucionarlo por completo es 
necesario resolver la ecuación (+), obtener Ау, hallar los puntos z (à) correspon- 
dientes e introducirlos en fo último, determinar el valor mínimo de los 
valores “de la funcional obtenido 

Las relaciones т — Ey + Az;/a} = 0, í = 1, 2 tienen un sentido geomé. 


tricamente explícito: el vector 5 — z es proporcional al vector gradiente de la 
ив 


función f, en el punto z, es decir, el vector E — z se halla situado en una normal 
respecto а la elipse. Ese hecho fue establecido por primera vez por Apolonio. 

De las relaciones obtenidas deduzcamos la ecuación de la curva que «separas 
los puntos E hacia los cuales se pueden trazar dos normales desde los puntos 
hacia los cuales se pueden trazar cuatro normales. Es evidente que dicha separa- 
ción se produzca para los valores de А que satisfacon la relación (+) y para los que 


ТИ TN En 
" "+ щн Т" 
14 => 


d+ A (ае, аА — 4 Gea, 
donde A = (a} — ДЫ а} + EA = 

Sustituyondo en (+) obtenemos la ecuación de la curva de separación ($,4,)?/3-} 
рей = (at — аре también conocida como, ecuación de la astroidë. 
Cada punto fuera de fa astroide tiene dos normales; dentro de ella, cuatro; y en 
la propia astroide, tres (a excepción de los vértices, donde hay dos normales 

ig. б). 

E: 72. Del punto con coordenadas (E,, E), hacia lo parábola у = az? (a > 0) 
se pueden trazar tres normales siempre que ese punto se encuentre más arriba do 
la curva &,= 3274/341/3 622 + 2-1д-1, dos normales de los puntos situados 
en dicha curva, excepto el punto (0, 2-ta-!); y una normal de los puntos situa- 
dos más abajo de esa curva y el punto (0, 4), 73, La distancia desde ol punto 
zo hasta el hiperplano (a, т) = b constituye | (a, zo) — b | / | a | (véase la solu- 
clón en [АСТ, № 2.61]). 74. La distancia desde el punto г, hasta la recta at + b, 
а, hE А" es igual а (|z — b|? — (G—d,0)/| а), 75. 7 = аЛа! € 
Є absmín, 1 (z) = | a |. 76. Los lados del rectángulo son 2a y 2. 77. El 
problema no tigne solución. 78, El punto z по proporciona máximo al problo- 
ma. 79, г, € absmáx. 80, (0, 0, 4, 13) € absmáx, Smg, = 77. 8!. (2, 0,3) 
€ absmáx, Smar = 5. 82, (2, 1, 0, 0) € absmáx, Sma, = 5. 83. (5, 3, 0, 0, 0) € 
€ ubsmáx, 5х = 8- 84. (0, 5, 5, 0, 0, 0) €absmáx, 5, = 10. 85. (1, 0, 0, 1, 
0, 1, 3) Enbsmáx, Smar = 10. 


86 
= t, tl <a/2, ZE absmin, Є absmáx 
Абл, 


87. &<_АТ,=® по hay funciones admisibles; E = А7, => г = At € absmín; 
AT, <р < 0 = cualquier función monótomamente decreciente admisible € 


€ absmín; E = 0 => 2 == 0 € absmín; E > 0 = cualquier función monótonamen- 
te creciente Є absmín; (véase la solución en [АСТ, N* 10.3). 88, 2 == 1 € absmín, 
Smir = +0 Ma>—1=2=0Eabsmín, т = — 1-57 = Ct E abs- 
mín YC € R, Smin = ALI 3ш = — оо, $ ш, = H 00.0. Ê = 1, 
F= — 2t E absmin, tmay = + 00. M. 7 = 1/2, 2 = +40 € absmin, Ss 

so. 92. 18/>1=n0 hay fonciones admisibles, | $ |< 1 = Smig 


= + оо se alcanza en cualquier línea quebrada (| z (091 = + 1 fuera de los 
puntos de curvatura) que une los puntos (0, 0) y (1, E); Smin = E, Et € absmín 


93. 1E€absmáx, —t €absmin. 94. 200 = 817,82 092 6остіп, E< 
<0=> F € locmáx, È = 0 = 2 ¢ locextr; YEr — locextr no fuerte, 5, 
= æ, Smer = + 00. 95. 1 


min = 
= (200300, 2 € locmín, 2 — locextr no fuerte, 
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Smin = —%› Smir = + 96. z= ШТ E> T/3=>7 €locmín, {< 
< Туз =з Є locmáx, Б = T/3=> 7 € locextr, МЕ: — locextr no fuerte, 
San = — %, Sar = + ә. 97. 5р — 4, Sp = +1 mE 
€absmín. 98. Son = — Tor Smir = + Те AS ETa E 2 k € Z => 
== ET, € locmáx; 24a — л < YT, < 2km, &Є 2=› 2 €locmín,; no se 


cumple la condición necesaria de Welerstraas => y en ambos casos 2 ез locextr 
no fuerte; E/T, = кл, КЄ2 => зе requiere un análisis complementario, 


99. Smm = — Tor 5а я/2 + 2kn < YT, < Э3л/2, КЄ 2 => € loo- 
mín; — 2/2 + а < YT, < л/2, k € Z => 2 Є locmáx; no so cumple la condi- 
ción necesaria de Weierstrass => y en ambos casos 2 es locextr по fuerte; УТ, = 
= 1/2 + ka, k Є2 => se requiere un análisis complementario, 100. Sm = 
=o, Say = +0 Ty >—Y232= ET, €locmío; 7, <—Y2=> 
=> € locméx; no se cumple la condición necesaria de Weierstrass => y en 
ambos casos 2 es locextr no fuerte; 7, = — 02 => se requiere un análisis com- 
plomentario, 101. Smin = — œ 5ш, = +90: > 4718 =3 2, =4 (+ 
+ Сум — CUM)IS € locmin, && — 47095 => т, = 4 (Се — (t + Сун%)/5є 
duco de 


1остёх, donde С se ecuación 4 (Т, - Ск —Сэу = 15 |. No so 
omm lap donila, Ca сева de Wain AUT О сыр, эз аы 


casos 2 os locextr no fuerte. Para | Ẹ | < 4794/5 no hay extremales admisibles, 


102. 11 <11V3=> 2 = Et €locméx; 1812 1/35 2 € locmin, además, 
ea АР wa fuerte, ya que no se 
cumple la condición de Weierstrass. 103. La extremal 2 == 0 satisface las condi- 
ciones de contorno, pero ella no es la solución dol problema: según el teorema 
de Bogoliúbov, Smin = — оо, Smax = + оо. 104. La extremal z = 0 satisface 
las condiciones de contorno. En la misma se cumplen las condiciones suficientes 
de mínimo débil, ув que el campo z(t, 2) == ). contornos esa extremal y зе cum- 


ple la condición de Legendre: Ê., (0) єз 2 > 0. También se cumple la condición 


necesaria de Weierstrass, ya que la función 3* + 2£74 es convexa. Pero en este 
caso no hay mínimo fuerte. Es suficionte valerse de la línea quebrada z (f; k, h) = 
= kt/h cuando OK t< h y de k(1 — 0/(1 — А) cuando hS t< 1, y para cual- 
quier k > 0 elegir А > 0 de tal modo que J (z (+; k, A) < 0. 105. Smin 

= =, нш = H 90, r= O E locextr. 406. Smm = — 00 (zn (= 1 — 


=i Ta= n), Smar = + оо. Extremal admisible: z= 1/4 — t + 1 (Î = 2) ¢ 
£locexte] 107. Sm =— 0 (3n (0 = (0 — my4 4 п, Ta = n), Smir = 


= +00. Extremal admisible: 2 = 1/4 —8 (7 = 8) ¢ locextr. 108. Smin = 


=-o 
—t, о<:<1, 
(45 1<tEn—1, Т, ~). 
(41) (2—21) —1, песа, 


Extremal admisible: = 8/4 (P=2 YE, E>0)Élocextr, 5а о. 
109. Sy =—00 (En (1) =(O—n0/4+t, Та=л), Smix=+00. Extremal 


admisible: =10/4—(14 V3) t(T=844V5) € locextr. 110. (2tTo—1)/46 
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Єаһатів, Sy = —Т/12, 54: +00. ML. (tTa—t)/4 C absmin, Smin 
= 1048, Sax = Ho. М2. To 2 mn = (2T — 0/4 E absmín, Sin = 

н : о<©1,—2 ~ 
=> (>, 


тоз, тъ 2 ето min E 
Eabsmín, 2,4; —1Єаһешёх, Smi 
(¿Ty — 02)/4 € absmín, Smin — 73/48; 


702. 3. Таса 


4 =т/%—2 
пъ т2—4—0-—т,2)94, PAEIT 
To/242<1< To, 


> » =i, 0StSTY2 
Z min ESbsmán, ¿nal аСт, Тата, Fx E absmáx, Spy 
=To+T8/4. 414. No hay extremales admisibles, Smpm=— o (z(= t= 
= J (t), T)=7—7%/2 -»— оо cuando T -»-+-00 о cuando z (1) =p (1) ез 
la extremal admisible de la respuesta al problema 112. S mag= Ро (z (1) = 
= —t = (2), T)=T+T9/2 -+o cuando Т —»-+-00). 115, No hay extre- 

6 061670, o ma 
Я, —t, т2<1<Т, yn 
=T —T%/4 o bien z (1) =, (1) es la extremal admisible de la respuesta al 
problema 113 => Jel) Т) = — ә cuando Т +00) 5 

_p-4 0&1Т, А. шой 

= фо (=0= 1—7, тєгє, Dil), Т) тА +o ciendo 
то) 116, teteabsmár, 5 =—00, 17. 3t— 30/2 absmin, Smin = 


males admisibles. 5а = =o ү 


3, 5 = + (zn (=F @л+-1) senn (2n+1)1) . 118. 6e— Orre abomín, 
5ш ==2, Smor = + (zn (0) = (1/2) (2n-+-1) sea л (n41) 1). 9. 5/8 
—15t/8-+46 absmín, Smm = 45/8, 5ш, == +00. 120. —200/3-4- 141181416 
Eabsmin, Smin =8, Smar = +. 121. Zà) 3 (7 = 1/8) €absmín, Smas = 
=-+00; hay una extremal admisible más: 3(—1W(P=4). 122. 20) = 
mi (F=4/8)€absmín, Sma = +œ; hay una extremal abmisible mós: 
ta (Î=1). 423. 2 (tsen 0)/ (3x)Cabsmin, Spy = — оо. 124. (2/л) sen £E abs- 
шіп, 54у = +} оо. 125, сов!—1Є absmin, Smag= Hoo. 126. Smar +o, 
@(е!-— et—4)/ (е®— he-+1) E absmín. 427. tEabsmin, Smpx=-+00 (Véase la 
solución еп [AGT, NM 6.15]). 128. ln (t+1)—1 € absmín, Smp= 
= +. 429. 1/04-1/2€absmín, Smg = о. 130, t—elnt—1Cabsmín, 
S mér = + о. 131. 5 ы, = + оо, t- (1—e) In t—1 € absmin, 132. (ln (1-+-4))/1n 2€ 
€absmín, Smas = +00. 133. 4/t—1 € absmín, S may = +. 134. (10 (3 (1—0/(1+ 
+ 1)))/in (3/2) € absmín, 5, == +- оо. 135. #Enbsmin, 5м ,= оо. 136, ес 
Eabsmin, 5 =+ оо. 137. chtEabsmín, Smar = +оо. 138. a >—th To => 

=> tms бє absmin, Spy =0; a=— th To => Cch tEabsmin YCE R, Smp = 0; 
a<—th T, => 200€ locmín, Smin = — ео (29 =n ch 1); S may == +00 Y a (véa- 
se la solución еп [AGT, X 5.5). 139. Int-+1icsbsmin, Smer = +o. 
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цо. 2 =p 703, h= УБЕ. ш. 2ши}. 2. 04-0), 
143. z= VIFT Cabsmín. 5ш, = +. Indicación. АЈ demostrar el valor 
5 2 Ы 

mínimo se puede vtilizar el hecho de que (290 (0-27) 14. а= 
=(t—4)o g locextr, 24 =(1—2)1/4 € locmín (fuerte); Sypsn = —оо, Smar = 4002 
145. 210((+4)€absmín, 54; = +00. 

146. 101€ absmín, 5, = +o. 147. (Уһ 27-а VI (Vich V2+ 
pe V DE absmín,S шу = +o. 148. teht—she(sh4+0h1)/ ch 1Eabsmía, 


= со. 149. ((—1) еһгЄаһашїп, Sms = оо. 150, el E absmín, S mpx 
foo (véase la solución en [AGT, Ni 5.100). 151. No hay extremalos admi- 


sibles. Smm =i (та = эһ tsh Tp, Тал), Spar = +00. 152 = 2shTeht, 
Tes la único solución de la ecuación sh27+7=1. 153. 2=—2chFsht, 
f mica solución de la ecuación sh27=7+4. 154. Smg 9, 


Smin = — оо (zn (1) ке n), 2 = cos t— t 6 locextr. 155. 5ш, = +00, (¿ch t/oh ТОЕ 
Eabsmin, Smin=3*th 70. 156. ф=0 = 2(1) = 0(T>0 es cualquiera) € abs- 
mín; Е 0 = no hay extremales admisibles. Spy =0(2()=Ẹch teh T => 
= 900), ПЕЧАТ +0 cuando T- 0), (Spy +o {rli => 
= 3020), =T +e cuando Too). 157, |El<cth7, => 
= i=} ch T/ch ToEabsmin; 


x che 
| e 066% 
ti- Tsing, TKEK To 
¿cabsmin, donde т se deduce de la ecuación |El = тт Тез —%— 


—(t—T,) sigo E€ absmáx. 158. } =0 => 7 (1m0 (7 >0 es cualquiera) € absmin; 
{ #0 => по hay extremales admisibles. 5 =, Smar = +, 20) а => 
> Il) D=PT 0 cuado T y Jl) Т) +o cuando 
TE doo. 09. (Elah TACabsmín, Зр А7, Smag = HO. 


=0 = 20) 20 (T>0 es cualquiera) absmín; 420 => no hay ex- 
з admisibles. Smin =, 5 шу = OEA У.т 
УЫП > $ cuando Torto y ЖЬ 7) o cundo, 7 = 0), 
m i> T,= no му онов de bles, dc maine 
эта, 


Зал cth To ТТ Zin 
р shTishrsignt, осет, 
=( ї+(—Тузцэ, т<, 
(х ез la raíz de la ecuación Т,{&т—т= |$ |), Zmin € absmin Say = |E I+ 


А tsigng, 0<г<(Т,+®/2, - 
HIESA, ае то HDE EET eE 
Eabsmáx, 162. E=0 = т} = >o es AS t #0 = ло 
hay extremales admisibles.| $1 <15 Smm =}, z= sh t/hT S J (z (-), )= 
=EohT = E cuado 7 о 121 >1 =® 5ш 181/34 181413, 
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5 (1) = 5л (4) de la respuesta al problema 161 => J (z(-), 7) + 5ш Cuando 
T о. Smir =+ (2 (=T => 90200), Т) 8074-9702 = о cuan- 
do Т — +). 163. telcabsmín, Зод; = +o. 164. cosi-+sentEabsmin, 
y Е oosist 
=È esnean << 


(т es la solución de la 


Sus = +o. 165. 


ecuación ttg t= —1), 2ш €absmín, Sy з= —1°/3, Smax = л. 166. sen t€ abs- 
min, Smm =0, Smir = H. 

б t оге, 
167. == + )—cos(1—3m/4)/sen(1—35/4), 0<! <3n/2=x, (т cs la raíz 


3л/2—1, Зл/2—т < tS 3л/2, 
de la ecuación 3л/2 = 21+ 2arctg 1) Eabsmín, Syy = 2/8, 8дау=$л/2. 


468. T,<a/2=3 2 =з OGabsmin, Spin" 0; To = 1/2 => Csen tEabsmin Y 
VICIS, SmO 


Р * осгет. байый 
n>m» ief воно, cear, ETa laari 


de la ecuación тец (Тъ—1) = 1, тЄ(Т,—л/2, Toi Smin = 0/3, Sma =70 
169. Tp л = Fm OE absmin, Smp =0; Тел => C sen tEabsmin Y \С1<1, 


t 0<:<1, 
Заа ® Толь A УТА соз (= Т/2), т Тот, FCobsmín (т 
To & (Ту. 


а 
es la raiz de la ecuación т ца (702—1) =1. simada еп el segmento [74/2— 


а, Туз Son е За Те (0= И sign sen 2л ал), 170. (— 


—п/4-+-1) сов tEabsmáx, Sip = —оо. 171. Lsentgabsmin, Sag = о. 
172. T< n = (Ẹ— Tecos Ту) sen t/sen To-+t cos tE absmín; Т,=л => con 
= —ab cos 14 Cen tCabsmlo YCER; Ту >а => son las cxtremales admi 
sibles @ locextr y 5а 9; Smir +оо. 373. (4/2) t sent+ 
+CsentY CER. 174. 2га +1Cabsmín, 510, S máx = +00. También son 
funciones extremales admisibles 2 (1) = + У сочли, KEN. 
475. + VŽ cosntcabsmín, San =A", Si == +0. También son funciones 
extremales admisibles + VŽcosakt, k=2, 3,... 176. Funciones extremales 
+ VĒ sen(1/24+k) xt, kEZ, 7,Cabsmín. 177. Funciones 
extremales admisibles son 2 = & VZ sen ми, kt, & 2,..., З €absmín, 
Smmm, 8 шд = 4-90 (véase la solución en [AGT, N 6.17). 178, ia 
=y IET. 179. Sy = фе. VIP 76 афапів. 180. Sma = +9, 
VIT є abemín (f=1 — V75). 181. 2= VIRF, 2. 
182. ¿=4/ VZ, F=240. 183. VTT PEabsmár, — Y TF cabsmín. 
184. Solución. Lagrangiana: Со ФА И 143%. Ecuación de Euler 
ей. Зз». 
туга 


admisibles son 2) 


+I=0. d4=0 => z= сопзі. Entonces, de las condiciones en 
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los extremos y de la condición isoperimétrica se deduce que 7m0, 1=27, 
{+С 
mn РЕР: жан 
к=з EVN F 


EPHE СӘ = М De las condiciones en los extremos se desprende que 


+G i= Solución general: (t+ 


Para 27, < 1 < aT hay una sola extremal (con una precisión de hasta un 
signo) que es el arco de longitud 1 de la circunferencia que pasa por los puntos 
(E To, 0) y cuyo contro se encuentra en el eje z. Cuando 1 < 27o y L> 17, no 
hay extremales. 185. Cuando 1 < 27, tampoco hay extremales, 1 = 27, => z = 
= 0, 1> 2T, => 1 = + C (ch (0С) — ch (Ty/C), donde el coeficiente C > 0 
zólo'se deduce de la ecuación 2C эһ (ТЫС) = 1. 185. Las extremales en el pro- 
Мота ве representan en forma de líneas en cadena de tipo С ch(1/C). Suponga- 
тоз que sd deduce do ls ecuaciones g = sh r, ч, = cth Entonces, si | § | < 
<'af, no habrá extremal; si | = aTo => habrá una extremal; y si |$ | > 
Хате habrá dos extremales. 187. Las extremales en el problema se representan 
ón forma de líneas en cadena: z = C ch (t+D)/C. La constante D en el proble- 
ша es igual а cero y la constante С ha de ser deducida de la ecuación С ch 7,/C = 

SÍ ahora tratamos de deducir a del sistema de ecuaciones т = cth t, а = 
sh т, en esto caso, para | 7, = > а tendremos dos extromales admisibles; 
para ГИТ, = а, una extremal дату о: y para | ЫТ»! <a no babrá extre- 
Tnoles admisibles. El análisis detallado del problema se da en (11, pág. 4271. 
188. La extremal se escribe de la siguiente forma paramótrica: 


a Гы 
E co, Le 


banda (,& 16 hy 2 > 
strass conduce a 
= -+ co. 189. Las extremales que satisfacen la condición inicial x (0) = 0 son 
de la forma X (i, a) = at-+ (1 +a (24А. La ecuación de la envolvente de 
dicha familia es de tipo z= — A + 02 (/4h) (en balistica tal curva os conocida 
соп el nombro de curva de seguridad). Si el punto (T,) se encuentra fuera de la 

seguridad» по habrá extrema] admisible; З ese, punto se halla on la 
vabré una sola extremal admisible; y si el mismo se encuentra debajo de 
ln curva de seguridad, tendremos dos extremales admisibles. En este сао la 
extremal superior (pendiente) se intersecacon la envolvente, es d tione 
dentro un punto conjugado ( ),T y) у, por consiguiente, no proporciona un extremo 
fuerte. Sin embargo, el punto inferior proporciona un mínimo fuerte. La cuestión 
acerca de absmín requiero un análisis complementario. 190. $ pg =-+oo, х= (2), 
ә = (ch (£ —4)/ch 1, ch и — f/ch 4) € absmín. 191. 54, = +00, 2 
2) = (sn t, —son 0) Eabsmín. 192. Smas = +, Smm = —ое. Extremal 
admisible; 2 = (30 — 2t, 6P — 4t). 193. = —60 + 60, z, = 3t —2 


(extremal admisible), Smin = — %0, Smax = +0. 194. 2, == ту == 0 € locextr, 
Smin = —%› Smar = 3-90. Indicación. Utilizar el teorema do Bogoliúbov. 
195. д = Gi Д) = 3 — 24, 3 — 6, т} = (дї, Y) = (3e 4-40, —3) 
шеша а Мег); Smin 2—0, Smas LA тәш тз) 
admisible ез 2 = sen £, Y = cos £ (véase la, solución en (AGT, Ме 520). 


> ` SU 
197. iiS ieg ESS {сав—илср„ал сг, 


= (fr 
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donde Cse deduce de la ecuación С ch (1 — 1/1 € 1) = Е Dado que el problema 


= € absmín. 198, Trayectoria óptima: circunferencia de radio 
Tyan (véase la solución en ATF, pág. 110). 1%. Solución. Formalización: 


Te 
га 
| 1+" 
#@=о, 5070-6 кейе de Laia 
т, 


z= \ ийа о, O 


inf 2 


‚ 020, 


Condiciones necesarias: 


) sistema de ecuaciones de Euler: ES 
E) аата аа өп э: р (O) = Ay: p C 
€) principio de mínimo: 


забт) ат 


Si Ay = 0 resultará que р = const + 0 (рео =, = 0, 0 sen, 
todos los factores de Lagrange serán ceros) => ù = 0 => 2 = 0. Ре las condicio- 
лез en Jos extremos se deduce que pora E = 0 tendremos 2 = 0. 

Supongamos que А, = 12 p = const <0 0> Ооа función e(t + 


+0) pu кечи monótonamente соп el i рар y no alcanzará 

el mínimo). Si ù (0 > 0, en esto caso Lu=0S e deducirá de la ecuación 
зи 

Риу: ү 


Para pequeños valores tendremos ¿mín L(t, u) = L (t, 0). Por lo 
tanto, Ба 
( SS 
7020, тєє 
El momento de curvatura del control + se deduce de Jas ecuaciones 


ре O 2—1 
(ш (0)? аи) 
(а segunda ecuación L (t — 0) = L (х) en (2) es la condición de coincidencia 
de los mínimos £ en el punto т). De la segunda ecuación resulta que — i? (т) 
ч/@ + ùa (0) = pù (1), de donde p= —ти (х4 +u? (т). Introduciendo 
esta relación de en Ja primera ecuación de la relación (2) obtendremos 02 (1) = 


=1 = ù (0) = 1 (ya que 2>0), y en esto caso, de la primera ecuación (2) 
otra е obtendremos la igualdad т 

еври ués de la curvatura la solución < óptima satisfará la relación (1) de la 
ае os que 


рана). 


pit) @ 


Рего 


phen 


Integrando esa relación y teniendo en cuenta la igualdad 2 (х) = 0, ú (t) =1 
obtenemos las ecuaciones paramétricas de la curva óptima buscada: 


:=-¿ (+ hat) Eo 


=- (Eretas) y p<0 


Dicha curva se llama curva de Newton. Mostremos que x proporciona un mínimo 
soluto al problema. Debido al principio de mínimo, para cualquier función 
admisible 


г()Е КС (10, Т), 200) = 0, z(7)=E, 
а + (д) — > 00 + 22 (O) pr (0. 
Integrando esta relación y teniendo en cuenta que 
T D: 
[iva] 20а 
y 


т 


obtenemos 


a 
n 
Д >{ а 
dite фіна 

Рог consiguiente, F(-)€absmin, 200. Smsy = + о; (0 — 1)/2 Є absmín 
201. Smar= +00; 1—72 аһзши. 202. 5ш, = +o; 0/26 аһзтїп, Sn i 
203. Sp = ++; 0 5, . 204. 5, = Ho; (&—29ю-4- 
+tcabsmin, Sin =—=24/5. 205. Smar оо, 11—=50/2431%/2€absmín, 
9/5. 206. 5, = + оо, 281% € absmín, Smi = —4/5. 207. tet € 
$ наа = +o. 208, 5да == +o, tintEabsmin. 209, Smg =+, 
210. £Intcabsmín, 54 = +00. 214. 5, = +00, ln tE absmin. 
242. Smar = +o, IntEabsmín, 243, 5, = + оо, 1/tEabsmin, 214. 2=ch t+ 
+CohtCabeminYCER, Smir= +o. 215. ¿=chtEabsmín, Spy =-+00. 
216. ¿=rchtCabamín, Spy=-4+00. 217. Z=tsh!Cabsmín, Sy Ао. 
218. 2-С sentEabemín Y CER, Spy, = +o. 219. 35sen tE absmín, Soay = 
=+0. 220, 2 (42) соз (44-х) <аћатіп, Smam +. 2201, г= 
sl баалу cons Smx=+00. 222 Tcabsmin, 
donde 2==(C,t-+C4) ch 1-4 (Cat-+C4) sht, las constantes incógnitas Су, Са, Cs, 
С, se deducen de la condición 3(0)=1, & (0) = ()=ú(1)=0, пу, 
Бах Бо. 228. Spy +00, еа a См ән б а 
—sht(thasent-+cost)Eabsmin. 225. S ms,=-+ œ, сһ г зеп t—sh1c091€ absmín. 


26. Sa +, З= (cost—eh EEE teh tsen 09) 26 


2% 


л 
ЄЛосехи, 27. 5 Ho, Sin = — (жа! + cin cose — 


аи) la Locextr. 208, 5ш = + ө, (sen 9/2+0h nj (299 $) € 


€ absmín. 229. Smas = + =, Smin = — = a © locextr. 


9 (zn (02 (+n (oh (a~e 
—1) +sent)). 231. 5ш, + 005 sentEobsmín, Smp =0. 


230. S mix = оо, 2 =—cos tE locextr; Smi 
+eost 


E nta 
BL 5а Бо. (ова) ten t—sh 0/24ch < (eh 1—cos1)/2€ abamin. 
233. Smir = +0, sentEabsmín. 234. 5ш, = + оо, shtEabamin. 235. Spy = 

=+, chtCabsmín, 236. 5ш = +0, 1—cos (Eabsmín. 237. Smgg= pco, 
2з (cos Titán аә, 238. E 2cabemio, 2-а. 


239. 1*—2Eabsmín, t—1* € abemáx A asa E емш, 


ЕС оге! Б 
2и. | (22, 1<1<3, Cabsmín, —2Eabsmáx. 
~u IL, 


a 1270-0, IKA у; 
2. (9 Dergi” 7-1) cabomía 


0044, 0<:<V3, 
(031—424, Visi<?, 
24. Saz —S min =3213; 2 (д = 02—42 E absmín, —ZEobsmáx. 245. Smar = 
min = 32 (2— VI V5; 

5 pra ву), оҗге?у%, 
š | 0—05, Vices, 


4/V3€ absmin 


Zeabsmin, —zEabsmóx. 


fon 0<ISt,, 4 
в: —2, 1<1<3, Fcabsmín, —z¢ absmáv. 
—0—48, 3<1<S, 
Зав Sm —4- 


+ , 

anpii, 1:627 mín, 
=en, о<:<12, 5 

me 2403 ere, gigi Emio 
250. 8 шу *= +00; 2tEabsmin, Sy =0. 251. 5 = 4-90: 5 (46—064-5)1бє 
Cabsmín, Sppa=15/2, 252. 5ш, = +o; 151 ((—2)/8€ аһашіп, Sm =45. 
253. бду +o; 201 (t—1)tEabsmin, 53 720. 254. 5, = 4-0; 
P=4)cabsmín. 255. Smar= фә, 2=/18—$4(7==4)є absmín. 
256, @—ї*Єаһзшах, (1—1 Cabsmin. 257. Smg = + о; (1%-+21+2)/5 € obemín, 
Smin=0. 258. Siga = +0: (— Stt 100)/6Є absmin, 5, = 20. 259. Spy 
= Hoo; (80—250 200/36 аһатію, 5,320. 250. Spy =+00; 60 
—15184-106 € absmín, Smin = 720. 
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Breve tabla cronológica 


Por lo visto, el problema isoperimétrico clásico fue discutido aún en el 
ago Y кн de' nuestra era, ya que de él hace mención Aristóteles (384— 

аде) 

En las obras de Euclides (в. III a.n.e.), Arquimedes (287—212 a. 
lonio (alrededor de 260—170 


"Condición necesaria: teorema de Fermat (Fermat, 1629; Newton, 1671; 
Leibniz, 1684). 

Principio de variaciones: Fermat, 1662, 

Problema de Newton: Newton, 1087. 

Problema de la braquistocrona: J. Bernoulli, 1696. 

Trabajos de Euler (1707—1783) sobre el cálculo de variaciones nes (desde 1720) 

Deducción de la ecuación de Euler por el método directo: Euler, 1744. 

Regla de solución del problema isoperimótrico: Euler, 4744 (demostración 
estricta: Weierstrass, alrededor do 1880). 

Problema de derivadas superiores (ecuación de Euler — Poisson): Buler, 
1744) Poisson, 1833. 
Їз de Lagrange (1738—1813) sobro el cálculo de variaciones (des 
le 1755). 

Método de variaciones de 1а; 4759. 

Ecuación de Euler para ic Euler, 1770, 

Gauss, 1813; Озгого, а Poisson, 

Problema de Lagrange: planteamiento y definición, de la regla de factores: 


А 
A мара чыны ырен. T 


Lagrange, 1788, demostración de dicha геа; ; Mayer, 1886. 
Condición de Legendre: Legend 
La Regla ap factores de ngo para problemas de dimensión finita: 
ўе, 
тена ría de ilton — Jacobi: Hamilton, 1834, Jacobi, 1837. 
Condiciones ухітешо débil: Jacobi, 1837. 


Condiciones de 
Teoría del cam 
Principios del 


tremo fuerte: Weierstrass, alrededor de 1880. 
: Kneser, Hilbert, 1900. 
nálisis de dimensión infinita: Volterra, 1887; Hilbert, 


Principios del análisis convexo de conjuntos: 
nes: оше]. 194 
linea! y convexa: L. V. Kantoróvich, 1939; Danzig, 1947; 


ким 2S Tusker 4084, 
Teoría de control óptimo: L. S. Pontriaguin у su escuela, 1953—1961. 


inkowski, 1894; de funcio- 


Lista de designaciones 


БР (9), conjunto de elementos z dotados de la propiedad Р (2). 
к= designación con que se subraya que z (-) es un elemento del espacio 
осі 

FoG, superposición de las aplicaciones G 
рч 

R: =RU (+) 

m SE no negativo en R”, R? „ 21) ER” | a0, 
amd] 

B (z, у= {y ) Iy —=11<r), esfera cerrada de radio r con contro = 


È tm o lo — + <<}. esera abierta de radio z con conto z 
M(Tx + M), conjunto vectores tangentes (unilaterales tangontes) 


(Реб) (2) = F (G (2) 


= (v 


nto z 

*, espacio conjugado con X 
{=° =), valor de la funcional lineal z* en el elemento z 
А = {z° € Хе | (2*,2)=0Yz€4), anulador del conjunto A 
dom f= {=€ X |f (z) < +œ, conjunto efectivo de la función 
epi / = (а, 2) ER X Хау (2), z Є dom f), supergráfica do la fun- 


Xe 
lin А, envoltura lineal del conjunto А 
co A, envoltura convoxa del conjunto А 
cono А, envoltura cónica del conujato А 
extr А, colección de puntos extremos del conjunto A 
Y (X, Y), espacio de aplicaciones lineales continuas del espacio X 
espacio Y; las aplicaciones de £ (R”, К") pueden identificarse con las matri- 
cos de esas mismas aplicaciones 
А бригад k A operador A, (A )=(y*, Ar) 
, operador conjugado con el oy eya z) = (y, 
ше 90, el conjunto 0 está abierto en ol espacio X 


ción 


U € O(z, X), el conjunto U que contiene el elemento z está abierto on X 
cl X, colección de conjuntos cerrados en el espacio X 
51, (X), conjunto de funciones sublineales pacio X 


C (lto, 40), espacio de funciones continuas 
топша 12 (7) о = máx, |z (01 


Ст (4, 60), espacio de funcoines r veces continuamente diferenciables өп el 
Г Y 1%, 6) con la norma || = (-) lle = máx (12 (+) llos 11% (+) llos -+ + 
DIN 


KC (Un tD, espacio defunciones continuas a trozos en el segmento [iy 4 
os decir, que tienen no más de un número finito de discontinuidades de primera 
aga ме ыы de discontinuidad existen límites finitos por la izquierda 
т la derecha) 
Y Pp (z, y variación de la aplicación Р en el punto z según Lagrango 
ОР Є DA (2), la aplicación Р es k veces (k > 1) diferenciablo en el Punto z 
según Prochot 
F E SD (2), la aplicación Р es estrictamente diferenciable on el punto z 
según Frechot 
ӘР (2), subdiferencial de la función Р en el punto z 
z € absmín (absmáx, absextr), z proporciona un mínimo (máximo o extremo) 
absoluto al problema 
2 € locmín (locmáx, locexts), 2 proporciona un mínimo (máximo o extremo) 
al problema 
Spr, valor numérico de problema Pr 
(Ë). problema reducido a solución 


gmento (ty, tl con la 
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